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1 büläg. Optimizaciïn songodog bodlogyn tawil

1.1 Yndsän oïlgoltuud
Funkciïn ögögdsön olonlog däärx xamgiïn ix äswäl xamgiïn baga utgaa awdag cägiïg olox
bodlogyg optimizaciïn bodlogo gänä. f(x) funkciïg X olonlog däär minimumqlax bodlogyg

f(x) → min, x ∈ X (1.1)

gäj biqdäg. Änd f -iïg zorilgyn funkc, X-iïg bolomjit ²iïdiïn olonlog, ∀x ∈ X-iïg
(1.1) bodlogyn bolomjit ²iïd gänä. Änäxüü nomyn tur² bid tögslög xämjääst bodloguud
üzäx bögööd ööröör xälbäl bodlogyn bolomjit ²iïdiïn olonlog n´ Ewklid ogtorguï Rn

däär or²ino. Xäräw x∗ ∈ X ⊂ Rn cägiïn xuw´d

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X (1.2)

nöxcöl bielj baïwal tüüniïg f(x) funkciïn X olonlog däärx global´ minimumyn cäg äswäl
(1.1) bodlogyn global´ ²iïd gänä. Xäräw x∗ ∈ X ⊂ Rn cägiïn xuw´d

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X ∩Oε(x
∗) (1.3)

nöxcöl bielj baïxaar ε too oldoj baïwal tüüniïg f(x) funkciïn X olonlog däärx lokal´
minimumyn cäg äswäl (1.1) bodlogyn lokal´ ²iïd gänä. Änd Oε(x

∗) = {x ∈ Rn| ||x−x∗|| ≤ ε}
n´ x∗ däär töwtäï ε radiustaï bömbölög µm. Xäräw (1.2), (1.3) nöxclüüd n´ x 6= x∗ xuw´d
ärs bielj baïwal x∗-g xargalzan ärs global´, ärs lokal´ minimumyn cäg gäj ¶r´dag. f(x)

funkciïg X olonlog däär maksimumqlax bodlogo n´

f(x) → max, x ∈ X (1.4)

gäsän xälbärtäï biqigdänä. Ömnöxtäï adilaar änäxüü bodlogyn xuw´d lokal´, global´
²iïdiïg todorxoïlj bolno. (1.4) bodlogo n´

−f(x) → min, x ∈ X
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bodlogotoï äkwiwalent bögööd iïmd ädgäär bodloguudyn global´, lokal´, ärs global´, ärs
lokal´ ²iïdiïn olonloguud n´ dawxcana. Änä n´ bidänd xündrälgüïgäär minimumqlax bod-
logyn xuw´d ¶rigdsan ögüülbärüüdiïg maksimumqlax bodlogyn xuw´d xörwüülän ¶rix bolol-
coog olgono. f(x)-iïn X olonlog däärx maksimum, minimumyn cägüüdiïg nägtgääd erönxiï
näräär äkstremumyn cägüüd gäj ¶r´dag. Tüünqlän (1.1), (1.4) bodloguudyg äkstremal´ bod-
loguud gänä.

1.2 Global´ ²iïd or²in baïx n´
f funkciïn X olonlog däärx dood torgon zaag ööröör xälbäl f ∗ = inf

x∈X
f(x) = inf

X
f(x)

xämjigdäxüüniïg (1.1) bodlogyn utga gänä. Änd gurwan toxioldol baïj bolno:
1. f ∗ > −∞ ba ¶mar nägän x∗ ∈ X iïn xuw´d f(x∗) = f ∗ ööröör xälbäl bodlogyn utga
zaaglagdsan bögööd änäxüü utgand xürgädäg cäg or²in baïdag.
2. f ∗ > −∞ ba f(x) > f ∗, ∀x ∈ X ööröör xälbäl bodlogyn utga zaaglagdsan bolowq änäxüü
utgand xürgädäg cäg or²in baïdaggüï.
3. f ∗ = −∞ ööröör xälbäl bodlogyn utga zaaglagdaagüï.
Äxniï toxioldold (1.1) bodlogo global´ ²iïdtäï, xarin (2) bolon (3) toxioldold bodlogo
²iïdgüï.

Teorem 1.1(Weïr²trass) X olonlog n´ Rn däärx kompakt(bitüü zaaglagdsan olonlog),
f n´ X olonlog däär tasraltgüï funkc baïg. Tägwäl (1.1) bodlogyn global´ ²iïd n´
or²in baïna.
X ⊂ Rn olonlog däär todorxoïlogdson f funkciïn xuw´d äswäl lim

k→∞
xk = x ∈ X̄\X

äswäl lim
k→∞

||xk|| = ∞ baïx ∀{xk} ⊂ X daraallyn xuw´d ¯lim
k→∞

f(xk) = ∞( lim
k→∞

f(xk) = −∞)
nöxcöl bielj baïwal tüüniïg X olonlog däär tögsgölgüï ösdög(buurdag) daraalal
gänä.

Teorem 1.2 X n´ Rn däärx duryn olonlog, f n´ X däär tögsgölgüï ösdög tasraltgüï funkc
baïg. Tägwäl (1.1) bodlogyn global´ ²iïd n´ or²in baïna.

1.3 Kwadratlag funkc

f(x) =< Ax, x > + < b, x > +c =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj +
n∑

j=1

bjxj + c, (1.5)

gäsän xälbäriïn funkciïg kwadratlag funkc gänä. Änd A = (aij) n´ n×n xämjääst simmetr
matric, b = (bj) ∈ Rn, c ∈ R.

Teorem 1.3 (1.5) kwadratlag funkc n´ äswäl Rn däär dooroosoo zaaglagdaagüï baïna äswäl
Rn däär global´ minimumyn cägtäï baïna. Xäräw xoër dax´ nöxcöl n´ bielägdäj
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baïwal A matric n´ sörög bi² todorxoïlogdson matric ö.x. < Ax, x >≥ 0, ∀x ∈ Rn

baïna.

Teorem 1.4 Xäräw A matric n´ äeräg todorxoïlogdson ö.x. < Ax, x >> 0, ∀x ∈ Rn, x 6= 0

baïwal kwadratlag funkc (1.5) n´ Rn däär tögsgölgüï ösdög bögööd ∀X ∈ Rn däär
global´ minimumyn cägtäï baïna.

Teorem 1.5(Sil´westriïn ²injüür) A matric n´ n × n xämjääst simmetr matric
baïg. Tägwäl

1. A matric sörög bi² todorxoïlogdson baïx zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl
n´ tüüniï büx gol minoruud n´ sörög bi² baïx ¶wdal µm.

2. A matric äeräg todorxoïlogdson baïx zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´
tüüniï büx gol minoruud n´ äeräg baïx ¶wdal µm.

x0 ∈ Rn cägiïn X ⊂ Rn olonlog däärx proekc gäj X olonlogiïn cägüüd dotroos x0

cägt xamgiïn oïrxon or²ix cägiïg xälnä. Ööröör xälbäl proekc n´ f(x) = ||x−x0||2 →
min, x ∈ X bodlogyn global´ ²iïd baïna. Änd f n´ f(x) =< x−x0, x−x0 >=< x, x >

−2 < x0, x > + < x0, x0 > gäsän nägj matric büxiï kwadratlag funkc µm.

Teorem 1.6 ∀x0 ∈ Rn cägiïn bitüü olonlog X ⊂ Rn däärx proekc n´ or²in baïna.

1.4 Optimizaciïn bodlogyn geometr taïlbar.
Geometr baïguulalt n´ optimizaciïn onold quxal baïryg äzäldäg. Ädgäär n´ näg talaas
ögögdsön teoremyn geometr dürsläliïg xarax bololcoog olgox tödiïgüï nögöö talaar x¶l-
bar optimizaciïn bodloguudyn ²iïdiïg xaïxad a²ig tustaï baïdag. X ⊂ R2 büxiï (1.1)

bodlogyn geometr dürsläliïg xaraxyn tuld xawtgaï däär X olonlog bolon f funkcyn xäd
xädän tüw²niï ²ugam gäj närlägdäx Lα(f) = x ∈ R2|f(x) = α, α ∈ R olonloguudyg za-
ïl²güï baïguulax ²aardpagataï boldog. f funkcyn öörqlöltiïn tölöw baïdlyg xaraxyn
tuld ögögdsön tüw²niï ²ugamyn α -aas ix utga awq buï tald n´ + tämdäg nögöö tald n´
− tämdäg tawix n´ a²igtaï baïdag. Bodlogyn global´ ²iïdiïg olox bodlogo n´ tüw²niï
²ugam Lα(f) n´ X olonlogtoï xooson bi²äär ogtlolcdog tiïm α -uudaas xamgiïn baga α∗yg
olox bodlogo ruu ²iljinä. Änä üed ∀x∗ ∈ Lα∗(f)X n´ bodlogyn global´ ²iïd baïx bögööd
α∗ = f ∗ = f(x∗) tüüniï utga baïna. x∗ ²iïd n´ X olonlogiïn dotor q or²ij bolno, gadna
q or²ij bolno.

Dasgal

1.1.

f(x) = (k − a)x + e(k−b)(k−c)x funkc R tänxläg däär global´ minimumyn cägtäï baïx k

parametriïn büx utgyg ol. Mön f ∗ = inf
R

f(x) utga tögslög bolowq änä utgand xürgädäg cäg
R ääs olddoggüï baïx k parametriïn büx utgyg ol.
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Xüsnägt 1.1.
a b c a b c a b c a b c

1 4 2 7 6 7 5 9 11 8 6 9 16 8 5 7
2 1 3 5 7 3 5 6 12 4 7 8 17 6 8 9
3 9 1 3 8 8 2 7 13 3 1 9 18 7 5 8
4 5 3 8 9 5 2 6 14 9 4 7 19 9 6 7
5 2 3 4 10 7 3 5 15 5 6 7 20 6 2 5

1.2.

f(x, y) = kx2 + 2axy + b2y2 + cx + my kwadratlag funkc R2 däär global´ minimumyn cägtäï
baïx k, m parametrüüdiïn büx utguudyg ol.

Xüsnägt 1.2.
a b c a b c a b c a b c

1 2 3 6 6 1 4 -2 11 5 2 15 16 4 3 16
2 1 8 -1 7 3 2 9 12 1 4 -3 17 5 6 -10
3 3 4 6 8 5 3 5 13 4 5 -4 18 3 4 -15
4 4 5 -8 9 2 5 -4 14 2 3 8 19 1 3 4
5 5 2 10 10 4 3 -12 15 3 7 6 20 2 5 -2

1.3.

Doorx f(x, y) funkcuudyn R2 xawtgaï däärx Lα = {(x, y)|f(x, y) = α} tüw²niï ²ugamuudyg
α = 0, 1, 2 üed tus tus dürsäl. a. ax + by b. ax2 + by2 w. ax2 − by2

g. ax2 + by d. a|x|+ b|y| e. a|x| − b|y|
j. ax3 + by3 z. axy − bx3:

Xüsnägt 1.3.
a b a b a b a b

1 2 3 6 4 5 11 3 6 16 1 2
2 3 4 7 5 3 12 6 4 17 8 7
3 5 6 8 3 1 13 7 5 18 5 2
4 7 3 9 4 2 14 1 4 19 6 9
5 9 10 10 8 6 15 8 9 20 5 8

1.4.

R2 däär koordinatyn äxiïn X = {(x, y)| ax + by ≥ c} xagas xawtgaï däärx proekciïg ol.

Xüsnägt 1.4.
a b c a b c a b c a b c

1 2 1 3 6 1 -5 4 11 1 -2 1 16 5 -2 5
2 1 -3 1 7 4 1 5 12 2 4 2 17 -3 5 3
3 3 2 4 8 -2 3 1 13 -3 1 5 18 -5 4 2
4 -5 1 3 9 -4 2 2 14 1 4 3 19 5 3 4
5 4 -5 2 10 2 5 3 15 4 3 4 20 -3 4 1
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1.5.

(a, b) ∈ R2 cägiïn X = {(x, y)| x2 + y2 ≤ c2} duguï däärx proekciïg ol.
Xüsnägt 1.5.

a b c a b c a b c a b c

1 3 5 3 6 -1 3 2 11 1 -4 3 16 -1 5 4
2 4 -1 4 7 6 -1 5 12 1 3 1 17 -2 5 2
3 5 1 5 8 -4 1 4 13 -5 4 5 18 -3 2 1
4 1 2 1 9 2 7 1 14 1 -2 2 19 7 -3 2
5 2 -3 2 10 5 2 3 15 3 -2 3 20 1 4 4

1.6.

f(x, y) = x2 + ay2 funkciïn X = {(x, y)| |x| + b|y| ≤ c} olonlog däärx global´ maksimumyn
cägiïg ol.

Xüsnägt 1.6.
a b c a b c a b c a b c

1 3 2 4 6 5 3 2 11 2 1 3 16 6 2 9
2 1 2 3 7 10 3 4 12 1/2 1 2 17 1 2 4
3 5 2 2 8 1 4 1 13 4/5 1 1 18 5 2 5
4 2 3 4 9 3 4 2 14 12 3 6 19 20 5 10
5 1 3 3 10 20 4 3 15 8 3 4 20 30 5 20

1.7.

f(x, y) = ax2 − by2 funkciïn X = {(x, y)| |x + 1| + |y − c| ≤ 1} olonlog däärx global´
äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 1.7.
a b c a b c a b c a b c

1 5 2 3/4 6 5 3 1/3 11 6 1 5/2 16 7 3 2/3
2 3 1 1 7 2 1 1/2 12 7 1 3 17 3 2 1/4
3 10 3 7/6 8 7 5 1/5 13 13 5 4/5 18 5 4 1/8
4 5 1 2 9 8 3 5/6 14 9 2 7/4 19 7 2 5/4
5 4 1 3/2 10 11 3 4/3 15 9 7 1/7 20 8 1 7/2

1.8.

f(x, y) = ax−y funkc X = {(x, y)| −x ≤ y ≤ kx+b|x|+c} olonlog däär global´ minimumyn
cägtäï baïx k parametriïn büx utguud todorxoïlj, ädgäär cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 1.8.
a b c a b c a b c a b c

1 6 3 5 6 4 2 2 11 8 2 4 16 6 1 3
2 7 2 2 7 7 3 3 12 10 4 1 17 9 2 1
3 8 4 3 8 9 4 5 13 4 1 5 18 5 1 2
4 3 1 1 9 10 3 4 14 6 2 3 19 9 3 5
5 5 2 4 10 2 1 1 15 8 3 2 20 10 2 4
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Bodlogo

1.1.

X duryn olonlog, f n´ X olonlog däärx duryn toon funkc, ϕ n´ U ⊂ R däär ösdög funkc
bögööd f(x) ∈ U, ∀x ∈ X∗ baïg. Tägwäl (1.1) bodlogo n´

ϕ(f(x)) → min, x ∈ X

bodlogotoï äkwiwalent boloxyg batal. Ööröör xälbäl ädgäär bodloguudyn ärs bolon ärs
bi² global´ äswäl lokal´ minimumyn cägüüdiïn olonloguud n´ xargalzan dawxcdag bögööd
inf
X

ϕ(f(x)) = ϕ(inf
X

f(x)) boloxyg batal.

1.2.

X n´ duryn olonlog baïg. X olonlog däär todorxoïlogdson duryn f funkciïn xuw´d
f ∗ = inf

X
f(x) gäe. Tägwäl daraax täncätgäl bolon täncätgäl bi²üüdiïg batal.

a. (αf + β)∗ = αf ∗ + β, ∀α, β ∈ R, α > 0

b. (f + g)∗ ≥ f ∗ + g∗

w. xäräw f ∗ ≥ 0, g∗ ≥ 0 bol (f · g)∗ ≥ f ∗ · g∗
g. (min{f, g})∗ = min{f ∗, g∗}
d. (max{f, g})∗ ≥ max{f ∗, g∗}
e. xäräw f ∗ > −∞, g∗ > −∞ bol f(x)g(x) + f ∗ · g∗ ≥ f(x)g∗ + g(x)f ∗, ∀x ∈ X.

1.3.

f(x, y) funkc n´ X × Y dekartyn ürjwär däär todorxoïlogdson baïg.
a. inf

X×Y
f(x, y) = inf

X
inf
Y

f(x, y) = inf
Y

inf
X

f(x, y)

b. sup
X

inf
Y

f(x, y) ≤ inf
Y

sup
X

f(x, y).

boloxyg tus tus batal.

1.4.

X ⊂ Rn olonlog däär todorxoïlogdson f funkciïn xuw´d {kk} ⊂ X, lim
k→∞

xk = x nöx-
clöös f(x) ≤ lim

k→∞
f(xk), (f(x)) ≥ lim

k→∞
f(xk) nöxcöl mördöj baïwal tüüniïg x cäg däär

dooroosoo(däärääsää) xagas tasraltgüï gäj ¶r´dag.

f(x) =

{
1, xäräw x > 0

−1, xäräw x < 0
funkc dooroosoo(däärääsää) xagas tasraltgüï bolj baïxaar 0

cäg däär todorxoïl.

1.5.

f funkc x cäg däär tasraltgüï baïx zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´ täräär änä
cäg däär däärääsää bolon dooroosoo xagas tasraltgüï baïx ¶wdal boloxyg batal.
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1.6.

f funkc dooroosoo xagas tasraltgüï baïx kzaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´ −f

funkc n´ däärääsää xagas tasraltgüï baïx ¶wdal boloxyg batal.

1.7.

Xoër dooroosoo xagas tasraltgüï funkcuudyg nämäxäd, dooroosoo xagas tasraltgüï funkciïg
sörög bi² toogoor ürjixäd dooroosoo xagas tasraltgüï funkc garna gädgiïg tus tus batal.

1.8.

X ⊂ Rn bolon Y ⊂ Rn duryn olonloguud, ϕ(x, y) funkc n´ X × Y däär todorxoïlogdson
bögööd bäxlägdsän ∀y ∈ Y büriïn xuw´d X däär dooroosoo xagas tasraltgüï, bäxlägdsän
∀x ∈ X büriïn xuw´d Y däär däärääsää zaaglagdsan baïg. Tägwäl f(x) = sup

Y
ϕ(x, y) funkc n´

X däär dooroosoo xagas tasraltgüï gäj batal.

1.9.

Daraax Weir²trassyn örgötgösön teoremyg batal. X n´ Rn däärx kompakt, f n´ X däär
dooroosoo xagas tasraltgüï funkc baïg. Tägwäl f yn X däärx global´ minimumyn cäg n´
or²in baïna.

1.10.

X n´ Rn däärx duryn olonlog, Y n´ Rm däärx kompakt, ϕ(x, y) n´ X × Y däär tasralt-
güï(dooroosoo xagas tasraltgüï) funkc baïg. f(x) = min

Y
ϕ(x, y) funkc n´ X däär tasraltgüï

(dooroosoo xagas tasraltgüï) baïna gäj batal.

1.11.

X n´ Rn däärx duryn olonlog, Y n´ Rm däärx kompakt, ϕ(x, y) n´ X×Y däär tasraltgüï
funkc baïg. Bäxlägdsän ∀x ∈ X xuw´d ϕ(x, y) funkc n´ Y däär global´ minimumdaa coryn
ganc y(x) cäg däär xürdäg gäj üz´e. y(x) funkc n´ X däär tasraltgüï gäj batal.

1.12.

Toon daraalal {ak} n´ ül buurax, ö.x. ∀k xuw´d ak ≤ ak+1 baïg. lim
k→∞

ak = sup
k

ak boloxyg
batal.

1.13.

X n´ Rn däärx duryn olonlog, fk (k = 1, 2, . . . ) üüd n´ X däär ∀x ∈ X-iïn xuw´d fk(x)

daraalal n´ ül buurax gäsän nöxcliïg xangadag funkcuud baïg. Tägwäl
a. lim

k→∞
sup
X

fk(x) = sup
X

lim
k→∞

fk(x)

b. xäräw fk(k = 1, 2, . . . ) funkcuud n´ X däär dooroosoo xagas tasraltgüï bögööd ∀x ∈ X

xuw´d {fk(x)} daraalal n´ däärääsää zaaglagdsan bol f(x) = lim
k→∞

fk(x) funkc n´ X däär
dooroosoo xagas tasraltgüï gädgiïg tus tus batal.
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1.14.

X n´ Rn däärx kompakt, fk(k = 1, 2, . . . ) üüd n´ ∀x ∈ X xuw´d {fk(x)} daraalal n´ ül
buurax, däärääsää zaaglagdsan nöxcliïg xangax X däär dooroosoo xagas tasraltgüï funkcuud
baïg. Tüünqlän xk n´ fk(x) funkciïn X däärx global´ minimumyn cäg, x̄ n´ {xk} daraallyn
duryn x¶zgaaryn cäg baïg.
a. lim

k→∞
min

X
fk(x) = min

X
lim
k→∞

fk(x);
b. x̄ n´ f(x) = lim

k→∞
fk(x) funkciïn X olonlog däärx global´ minimumyn cäg

boloxyg tus tus batal.

1.15.

Xβ = {x ∈ X| f(x) ≤ β}, β ∈ R olonlogiïg f funkciïn X ⊂ Rn olonlog däärx Lebegiïn
olonlog gänä. Daraax ögüülbärüüdiïg batal.
a. xäräw X bitüübögööd f n´ X däär dooroosoo xagas tasraltgüï bol büx Xβ olonloguud n´
bitüü.
b. xäräw büx Xβ olonloguud n´ bitüü bol f n´ X däär dooroosoo xagas tasraltgüï baïna.

1.16.

Daraax Weïr²trassyn örgötgösön teoremyg batal.
X n´ Rn däärx bitüü olonlog, f n´ X däär dooroosoo xagas tasraltgüï funkc bögööd tüüniï
¶mar nägän Lebegiïn olonlog Xβ n´ xooson bi², zaaglagdsan baïg. Tägwäl f yn X däärx
global´ minimumyn cäg n´ or²in baïna.

1.17.

Tögsgölgüï ösdög funkciïn büx Lebegiïn olonloguud n´ zaaglagdsan baïna gädgiïg batal.

1.18.

Teorem 1.2. yn daraax örgötgöliïg batal.
X n´ Rn däärx duryn olonlog, f n´ X däär tögsgölgüï ösdög, dooroosoo xagas tasraltgüï
funkc baïg. Tägwäl f funkciïn X däärx global´ minimumyn cäg or²in baïna.

1.19.

Teorem 1.3. yg batal.

1.20.

Teorem 1.4. yg batal.

1.21.

X n´ Rn däärx zaaglagdsan olonlog, f funkc n´ X̄ güïcäält däär tasraltgüï bögööd
X däär differencialqlagddag baïg. ∀x ∈ X̄\X xuw´d h ∈ Rn gäsän wektor or²ix bögööd
xangalttaï baga büx α > 0 xuw´d x + αh ∈ X bögööd lim

α→0+
< f ′(x + αh), h >< 0 nöxclüüdiïg

xangadag baïg. (f ′ n´ tuxaïn ulamjlaludaar zoxioson wektor). f funkciïn X olonlog
däärx global´ minimumyn cäg or²in baïna gädgiïg batal.
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1.22.

f1(α), f2(α), . . . , fn(α) n´ toon argumenttäï funkcuud bögööd α ≥ 0 üed tasraltgüï, α >

0 üed tasraltgüï differencialqlagddag bögööd lim
α→0+

f ′j(α) = −∞, (j = 1, 2, . . . , n) baïg.

Tägwäl f(x) =
n∑

j=1

fj(xj) funkciïn X = {x ∈ Rn|
n∑

j=1

xj = 1, xj > 0, j = 1, 2, . . . , n} olonlog
däärx global´ minimum or²in baïna gädgiïg batal.

1.23.

Tasraltgüï funkc f n´ Rn däär global´ minimumyn cägtäï baïg. Ändääs f n´ duryn
bitüü X ⊂ Rn gäsän olonlog däär f global´ minimumdaa xürnä gäj mördöj garax uu?

1.24.

Tasraltgüï funkcuud f bolon g-üüd n´ X ⊂ Rn bitüü olonlog däär global´ minimumyn
cägüüdtäï baïg. Ändääs f + g n´ X däär mön global´ minimumdaa xürnä gäj mördöj garax
uu?

1.25.

f(x) = (a+1)x+ a ln x− 2 sin x funkc äeräg toonuudyn olonlog däär global´ minimumyn
cägtäï baïx a parametriïn büx utguudyg ol.

1.26.

f(x, y) = (a − 2)(a − 3) expx + |y+10|
y2+1

funkc X = {(x, y)|(a − 4)x2 + y2 ≤ 1} olonlog däär
global´ minimumyn cägtäï baïx a parametriïn büx utguudyg ol. Tüünqlän f ∗ = inf

X
f(x, y)

utga tögslög bolowq änä utgand xürgäx cäg olddoggüï baïx a parametriïn büx utguudyg ol.

1.27.

f(x, y) = x + ay funkc X = {(x, y)|bx2 − 2xy + y2 ≤ 1} olonlog däär global´ minimumyn
cägtäï baïx a bolon b parametrüüdiïn büx utguudyg ol.

1.28.

f(x, y) = 4x2 + (a − 4)xy2 funkc X = {(x, y)|(a − 1)x + y2 ≤ 1} olonlog däär global´
minimumyn cägtäï baïx a parametriïn büx utguudyg ol.

1.29.

(1, 3, 8) cägiïn X = {(x, y, z)|0 ≤ x ≤ 2, 4 ≤ y ≤ 5, 6 ≤ z ≤ 7} parallelepiped däärx
proekciïg ol.

1.30.

(x0, y0) cägiïn X = {(x, y)|ax + by = 1, x ≥ 0, y ≥ 0}, a > 0, b > 0 olonlog däärx
proekciïg ol.
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1.31.

(x0, y0) cägiïn X = {(x, y)|x2 + y2 ≥ 1, y ≥ 0 olonlog däärx büx proekciïg ol. Daraax
bodloguudyn global´ ²iïdüüdiïg ol. (Ögögdsön täg²itgäl, täncätgäl bi²üüd n´ bolomjit
²iïdiïn mujiïg dürsälnä.)

1.32.

f(x, y) = xy → max, ax + by = 1, änd a > 0, b > 0.

1.33.

f(x, y) = − ln x + y → min, x− y ≤ 2, x + y2 ≤ 4, x > 0.

1.34.

f(x, y) = 2x− y → max, x2 + y2 ≤ 1, x− y ≤ 0, x + y ≤ 1.

1.35.

f(x, y) = x +
√

y → min, x + y ≥ 1, x2 + y2 = 1.

1.36.

f(x, y) = max{|x− 2|, |y|} → min, 2|x| − |y| ≤ 2.

1.37.

f(x, y) = (x− 1)2 + y2 → min, x2 + y2 = 2axy, änd a ∈ R.

1.38.

f(x, y) = 4x2 + y2 → max(min), |x− 3|+ |y − a| ≤ 1, änd a ≥ 0.

1.39.

x3 + y3 → max, x2 + 4y2 ≤ 4 bodlogyn lokal´ ²iïdiïg ol.

1.40.

a parametriïn ¶mar utgand daraax bodlogo global´ ²iïdtäï, ¶mar utgand lokal´ ²iïdtäï
baïx wä? x + ay → max, x3 + y3 = 3xy

1.41.

2x + y → max, x2 − y2 ≤ 1, 0 ≤ y ≤ ax + 1 bodlogo global´ ²iïdtäï baïx a parametriïn
büx utguudyg ol. Änäxüü bülgiïn süülqiïn 3 bodlogo n´ maksimumyn aksiomatik todorx-
oïloltyn tuxaï Kuku²kiny teoremd zoriulagdsan bolno.

1.42.
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X n´ Rn däärx kompakt, C(X) n´ X däärx büx tasraltgüï funkcuudyn olonlog, F n´
C(X) däär todorxoïlogdson funkcional´ baïg. F n´ daraax xoër aksiomyg xangana gäj
üz´e.
1) F (αf + β) = αF (f) + β, ∀f ∈ C(X), α, β ∈ R, α > 0;

2) F (max{f, g}) = max{F (f), F (g)}, ∀f, g ∈ C(X).

Tägwäl
a. F (β) = β, ∀β ∈ R;

b. F funkcional´ ül buurax, ö.x. xäräw f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ X bol F (f) ≤ F (g).

w. min
X

f(x) ≤ F (f) ≤ max
X

f(x), ∀f ∈ C(X). boloxyg tus tus batal.

1.43.

Ömnöx bodlogyn xuw´d F funkcionaliïn xuw´d daraax olonloguudyg xargalzuulan oru-
ul³¶.
Ef = {x ∈ X|f(x) ≤ F (f)}, f ∈ C(X)

E =
⋂

f∈C(X)

Ef .

Tägwäl
a. Duryn Y ⊂ X, Y ∩ E = ∅ gäsän bitüü olonlogiïn xuw´d min

Y
f(x) > F (f) täncätgäl

bi²iïg xangax f ∈ C(X) funkc oldono;
b. E xooson bi², bitüü olonlog;
w. max

E
f(x) ≤ F (f), ∀f ∈ C(X) boloxyg tus tus batal.

2 büläg. Nöxcölt bi² optimizaciïn bodlogo

2.1 Äkstremumyn nöxcöl

f(x) → min, x ∈ Rn. (2.1)

gäsän nöxcölt bi² äkstremumyn bodlogo ögsön baïg. f ′(x) = ( ∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f
∂xn

(x)) n´ f funkciïn
nägdügäär ärämbiïn tuxaïn ulamjlaluudaas zoxioson wektor(gradient), f ′′(x) = ( ∂2f

∂xi∂xj
(x))i,j=1,...,n

f funkciïn xoërdugaar ärämbiïn tuxaïn ulamjlaluudaas zoxioson matric(gessian).

Teorem 2.1(nägdügäär ärämbiïn zaïl²güï nöxcöl) f funkc n´ x∗ ∈ Rn cäg däär dif-
ferencialqlagddag baïg. Tägwäl xäräw x∗ n´ (2.1.) bodlogyn lokal´ ²iïd bol

f ′(x∗) = 0 (2.2)

baïna. (2.2) nöxcliïg xangaj baïgaa x∗ ∈ Rn cägüüdiïg (2.1) bodlogo bolon f funkcyn
stacionar cägüüd gänä.

Teorem 2.2(xoërdugaar ärämbiïn zaïl²güï nöxcöl) f funkc n´ x∗ ∈ Rn cäg däär 2
udaa differencialqlagddag baïg. Tägwäl xäräw x∗ n´ (2.1.) bodlogyn lokal´ ²iïd
bol f ′′(x∗) matric n´ sörög bi² todorxoïlogdson. Ööröör xälbäl,

< f ′′(x∗)h, h >≥ 0, ∀h ∈ Rn. (2.3)
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baïna.

Teorem 2.3(minimumyn xoërdugaar ärämbiïn xürälcäätäï nöxcöl) f funkc n´ x∗ ∈
Rn cäg däär 2 udaa differencialqlagddag baïg. Tägwäl xäräw

f ′(x∗) = 0

bögööd f ′′(x∗) matric äeräg todorxoïlogdson. Ööröör xälbäl,

< f ′′(x∗)h, h >> 0, ∀h ∈ Rn, h 6= 0. (2.4)

bol x∗ n´ (2.1.) bodlogyn ärs lokal´ ²iïd baïna.

2.2 Differencialqlagddag buulgalt.
F = (Fi) : X → Rm, X ⊂ Rn buulgaltyn(wektor funkc) xuw´d F ′(x) gädgäär F -yn x ∈ X

cäg däärx tuxaïn ulamjlaluudyn

F ′(x) = (
∂Fi

∂xj

(x))i=1,...,m, j=1,...,n

gäsän matricyg oïlgono. Änd i n´ möriïn indeks, j n´ baganyn indeks. Änäxüü matricyg
F buulgaltyn x cäg däärx �kobiïn matric gädäg. Xäräw Fi, i = 1, . . . , m funkc bür X däär
differencialqlagddag (tasraltgüï differencialqlagddag) bol F = (Fi) : X → Rm bu-
ulgaltyg differencialqlagddag (tasraltgüï differencialqlagddag) gänä. Iïnxüü F -yn
tasraltgüï differencialqlagdalt n´ F ′(x) matricyn or²in baïx bolon X däär tasralt-
güï baïxtaï täncüü qanartaï baïna. Xarin F : X × Y → Rk, X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm buulgaltyn
xuw´d F ′

x(x
∗, y∗) oor tüüniï x koordinataarxi �kobiïn matricyn (x∗, y∗) ∈ X × Y däärx

utga F ′
x(x

∗, y∗) = (∂Fi

∂xj
(x∗, y∗))i=1,...,k, j=1,...,n yg oïlgono. Daraax matematik analiziïn ündsän

teorem n´ änä bolon daraagiïn bülgiïn zarim bodloguudyg bodoxod xäräglägdänä.

Teorem 2.4(dald funkciïn tuxaï) X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm üüd n´ zadgaï olonloguud, F :

X × Y → Rn n´ tasraltgüï differencialqlagddag buulgalt, x∗ ∈ X, y∗ ∈ Y baïg.
F (x∗, y∗) = 0 bögööd F ′

x(x
∗, y∗) matric n´ ül böxöx gäj üz´e. Tägwäl x∗ yn U bolon y∗

yn V gäsän orqinguud daraax qanaruudyg xangaj baïxaar oldono:
∀y ∈ V yn xuw´d F (x(y), y) = 0 nöxcliïg xangax x(y) ∈ U cäg coryn ganc oldono.
Änäxüü x(y∗) = x∗ yn xuw´d wektor funkc x(y) n´ V däär tasraltgüï differen-
cialqlagdax bögööd

x′(y∗) = −[F ′
x(x

∗, y∗)]−1F ′
y(x

∗, y∗).

Tüünqlän dawxar funkciïn differencialqlax dürmiïg sanawal: xäräw F : X → Y ba
G : Y → Rk, X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm buulgaltuud n´ differencialqlagddag bol H : X → Rk

gäsän H(x) = G(F (x)), buulgalt differencialqlagdax bögööd H ′(x) = G′(y)F ′(x), y =

F (x) baïna. Änd �kobiïn matricuud H ′(x), G′(y) bolon F ′(x) üüd n´ xargalzan k ×
n, k ×m, m× n xämjääsüüdtäï baïna.
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Dasgal

2.1.

f(x, y) = ax2 + 2xy + by2 − 2x− 3y funkciïn global´ minimumyg R2 xawtgaï däär ol.

Xüsnägt 2.1.
a b a b a b a b

1 1 2 6 2 1 11 3 1 16 4 1
2 1 3 7 2 2 12 3 2 17 4 2
3 1 4 8 2 3 13 3 3 18 4 3
4 1 5 9 2 4 14 3 4 19 4 4
5 1 6 10 2 5 15 3 5 20 4 5

2.2.

f(x, y) = axy + b
x

+ c
y
→ min, x > 0, y > 0 bodlogyn global´ ²iïd bolon utgyg ol.

Xüsnägt 2.2.
a b c a b c a b c a b c

1 2 1 3 6 3 4 1 11 4 1 1 16 2 3 3
2 3 2 4 7 2 1 4 12 1 4 1 17 1 1 4
3 1 2 3 8 4 1 2 13 2 4 3 18 1 1 1
4 3 1 2 9 4 1 3 14 3 4 2 19 3 1 3
5 2 3 1 10 4 2 3 15 1 3 4 20 3 1 4

2.3.

f(x, y) = x2 + xy + ay2 − b ln x− c ln y → min, x > 0, y > 0 bodlogyn global´ ²iïdiïg ol.

Xüsnägt 2.3.
a b c a b c a b c a b c

1 3/2 2 1 6 7/3 3 2 11 1/8 8 6 16 7/4 4 1
2 1/2 3 2 7 2/3 3 1 12 4 3 1 17 5/2 4 1
3 5/2 2 1 8 2 3 1 13 3/2 4 2 18 1 5 2
4 1/6 6 5 9 3/4 4 2 14 4/5 5 3 19 3/5 5 1
5 7 2 1 10 2/5 5 3 15 1/2 6 4 20 2/3 6 2

2.4.

f(x, y) = exp−(x2 + y2)(ax2 + by2) funkciïn R2 däärx äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 2.4.
a b a b a b a b

1 1 2 6 8 3 11 9 1 16 4 1
2 7 3 7 2 4 12 3 5 17 6 7
3 1 4 8 2 5 13 3 1 18 4 3
4 8 5 9 7 6 14 7 2 19 1 5
5 1 6 10 2 7 15 3 6 20 5 6
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2.5.

f(x, y) = ax+by+c√
x2+y2+1

funkciïn R2 däärx äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 2.5.
a b c a b c a b c a b c

1 4 -1 2 6 1 3 -4 11 -2 4 1 16 2 3 3
2 4 2 -1 7 -1 3 4 12 4 -2 -1 17 3 1 4
3 1 2 4 8 2 5 2 13 6 1 6 18 6 -1 -2
4 3 1 2 9 1 3 -3 14 6 1 -6 19 1 5 4
5 3 -1 -2 10 2 1 3 15 4 6 -1 20 1 -1 -4

2.6.

f(x, y) = ax3 + ax2y + bx + 1
3
y3 + cy funkciïn R2 däärx äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 2.6.
a b c a b c

1 -5/4 -5/2 -11/2 11 -2 -2 -17/8
2 -5/4 5/2 1/2 12 -2 2 7/8
3 -5/4 -10 -22 13 -2 -8 -17/2
4 -5/4 10 2 14 -2 8 7/2
5 -5/4 -5 -11 15 -2 -4 -17/4
6 -5/4 5 1 16 -2 4 7/4
7 -5/4 -5/2 -19/2 17 -2 -2 -7/3
8 -5/4 5/2 -1/3 18 -2 2 2/3
9 -5/4 -15/2 -19 19 -2 -6 -7
10 -5/4 15/2 -1 20 -2 6 2

2.7.

f(x, y) = x3y2(ax + by + c) funkciïn R2 däärx äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 2.7.
a b c a b c a b c a b c

1 -4 -1 1 6 -2 -1 3 11 -5 -1 5 16 -3 -1 7
2 -3 -1 9 7 -4 1 2 12 -1 1 2 17 -2 -1 2
3 -1 1 3 8 -2 -1 8 13 -1 -1 9 18 -9 1 3
4 -5 -1 4 9 -4 -1 4 14 -3 1 8 19 -2 -1 1
5 -1 -1 7 10 -2 1 6 15 -4 1 5 20 -2 1 9

2.8.

(0, 1) cäg n´ f(x, y) = k3x exp y − k2a ln(x + a−3
a

y) + ((a + b− 1)k − b)x + kcy + 2bxy funkciïn
äkstremal´ bolj baïx k parametriïn büx utgyg todorxoïlj, äkstremaliïn ²inj qanaryg
taïlbarla.
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Xüsnägt 2.8.
a b c a b c

1 5/2 1/2 -5/2 11 2 -2 -4
2 3/2 -1/2 -3/2 12 3/2 -3 -4
3 -1/2 1/2 7/2 13 1 -4 -4
4 -2 2 8 14 -7/2 5 14
5 -5/2 5/2 19/2 15 -4 6 16
6 -3 3 11 16 7/2 -3/2 -13/2
7 -4 4 14 17 3 -3 -7
8 -5 5 17 18 2 -6 -8
9 -6 6 20 19 5/2 -9/2 -15/2
10 5/2 -1 -4 20 1 -9 -9

Bodlogo

2.1.

(2.1)-(2.3) teoremuudyg batal.

2.2.

a. Toon argumenttäï f funkc n´ x∗ cäg däär tasraltgüï bögööd U = (x∗ − ε, x∗ + ε) in-

terwalyn üldsän x üüd däär differencialqlagddag baïg.
{

f ′(x) ≤ 0, x∗ − ε < x < x∗

f ′(x) ≥ 0, x∗ < x < x∗ + ε
gäj

üz´e. Tägwäl x∗ n´ f funkciïn U olonlog däärx minimumyn cäg gäj batal.
b. x∗ n´ f differencialqlagddag funkciïn R toon tänxläg däärx ärs lokal´ minimumyn
Daraax funkcuudyn lokal´ bolon global´ äkstremumyn cägüüdiïg tädgääriïn todorxoïlog-
dox muj däär ol.

2.3. f(x, y, z) = x2 + 2y2 + 5z2 − 2xy − 4yz − 2z.

2.4. f(x, y) = a exp−x +b exp−y + ln(expx + expy), änd a > 0, b > 0.

2.5. f(x, y) = x4 + y4 − 4xy.

2.6. f(x, y) = (x + y)(x− a)(y − b).

2.7. f(x, y) = x2 − 2xy2 + y4 − y5.

2.8. f(x, y) = x + y + 4 sin x sin y.

2.9. f(x, y) = x expx−(1 + expx) cos y.

2.10. f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z.

2.11. f(x, y, z) = xy2z3(1− x− 2y − 3z).
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Daraax bodloguudyn global´ ²iïdiïg ol.

2.12. f(x, y, z) = x + y2

4x
+ z2

y
+ 2

z
→ min, x > 0, y > 0, z > 0.

2.13. f(x, y) = x2 + y + 1
x+y

→ min, x + y > 0.

2.14.

x∗ n´ differencialqlagddag funkc f -iïn R däärx coryn ganc stacionar cäg bögööd
lokal´ minimumyn cäg boldog baïg. Tägwäl änäxüü cäg mön global´ minimumyn cäg bolno
gäj batal.

2.15.

R2 däär ¶g näg stacionar cägtäï bögööd tär n´ lokal´ minimumyn cäg bolood global´
minimumyn cäg boldoggüï differencialqlagddag funkciïn ji²ää baïguul.

2.16.

R2 däär ¶g m ²irxäg stacionar cägtäï bögööd tädgäär n´ bügdäärää lokal´ minimumyn
cäg baïdag differencialqlagddag funkciïn ji²ää baïguul.

2.17.

R2 däär täg² toony stacionar cägtäï bögööd tädgäär n´ bügdäärää lokal´ minimumyn
cäg baïdag differencialqlagddag funkciïn ji²ää baïguul.

3 büläg. Nöxcölt äkstremumyn songodog bodlogo

3.1 Ündsän oïlgoltuud
X = {x ∈ Rn|gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m} gäsän tögslög toony täg²itgälüüdiïn sistemäär
ögögdsön X olonlog däär f funkciïg minimumqlax (äswäl maksimumqlax) bodlogyg nöxcölt
äkstremumyn songodog bodlogo gänä. Änäxüü bodlogyg

f(x) → min, gi(x) = 0, i = 1, . . . , m (3.1)

gäsän xälbäräär biq´e. Xuw´sagqiïg zaïluulax argaar ²iïdiïg xaïj bolno. Bolomjit
²iïdiïn olonlog n´ n ül mädägdägqtäï, m täg²itgälüüdiïn sistemääs togtoj baïgaa bögööd
änä dürmäär m < n baïna. x = (u, v) ∈ Rm ×Rn−m bolon ∀v ∈ Rn−m yn xuw´d

gi(u, v) = 0, i = 1, . . . , m

gäsän m xuw´sagqtaï m täg²itgälüüdiïn sistem n´ u = u(v) gäsän coryn ganc ²iïdtäï
baïg. Tägwäl (3.1) bodlogo n´ nöxcölt bi² minimumqlalyn daraax bodlogo ruu ²iljinä.

F (v) = f(u(v), v) → min, v ∈ Rn−m. (3.2)
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Xäräw v∗ n´ änäxüü bodlogyn lokal´(global´) ²iïd bol mädääj (u(v∗), v∗) n´ (3.1) bodlogyn
lokal´(global´) ²iïd baïx bögööd urwuu n´ xüqintäï. Nägän utgataï funkc u(v) n´ ürgälj
or²doggüï tul änäxüü xuw´sagqiïg zaïluulax argyn xäräglää n´ x¶zgaarlagdmal baïdag.
Tüünääs gadna (3.1) bodlogyn xuw´d äkstremumyn nöxcliïg ²uud a²igladag ilüü bolows-
ronguï arga baïdag bögööd änä n´ Lagranjiïn arga gädäg. Nöxcölt äkstremumyn (3.1) bod-
logyn xuw´d Lagranjiïn funkciïg biq´e:

L(x, λ0, λ) = λ0f(x) +
m∑

i=1

λgi(x),

Üünd x ∈ Rn, λ0 ∈ R, λ = (λ1, . . . , ym) ∈ Rm baïna. Lagranjiïn funkciïn x äärx gradient:

L′x(x, λ0, λ) = λ0f
′(x) +

m∑
i=1

λg′i(x)

. Lagranjiïn funkciïn x äärx gessian:

L′′x(x, λ0, λ) = λ0f
′′(x) +

m∑
i=1

λg′′i (x)

. Lagranjiïn funkc däär ündäslägdsän daraax teorem n´ nöxcölt äkstremumyn songodog
onolyn ündäs boldog.

Teorem 3.1(1-r ärämbiïn zaïl²güï nöxcöl buµu Lagranjiïn zarqim) f funkc n´
x∗ ∈ Rn cäg däär differencialqlagddag bögööd g1, . . . , gm funkcuud n´ änäxüü cägiïn
¶mar nägän orqind tasraltgüï differencialqlagddag baïg. Tägwäl xäräw x∗ n´ (3.1)
bodlogyn lokal´ ²iïd bol nägän zäräg tägtäï täncüü bi² λ∗0 too bolon λ∗ ∈ Rm wektor
n´

L′x(x
∗, λ∗0, λ

∗) = 0, (3.3)

nöxcliïg xangaj baïxaar oldono. x∗ ∈ X cäg n´ ¶mar nägän nägän zäräg täg bi² λ∗0 ≥ 0

too bolon λ∗ ∈ Rm wektoryn xuw´d (3.4) yg xangaj baïwal tüüniïg (3.1) bodlogyn sta-
cionar cäg gänä. Änä toxioldold λ∗0, λ

∗
1, . . . , λ

∗
m toonuudyg x∗ d xargalzax Lagranjiïn

ürjigdäxüünüüd gänä. (3.4) täncätgäl n´ x∗ ∈ X nöxcliïn xamtaar n + m + 1 ül
mädägdägqtäï n+m täg²itgälüüdiïn sistemiïg üüsgänä. Iïmd ürgälj n+m xuw´sagq-
taï sistemd ²iljij bolox ba λ∗0 = 0 äswäl λ∗0 = 1 gäsän xoër toxioldlyg ¶magt awq
üzdäg. Lagranjiïn regul¶r funkc daraax xälbärtäï:

L(x, y) = L(x, 1, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λgi(x),

Teorem 3.2(2-r ärämbiïn zaïl²güï nöxcöl) f, g1, . . . , gm funkcuud n´ x∗ ∈ Rn cäg däär
xoër udaa differencialqlagddag baïg. Tüünqlän g1, . . . , gm funkcuud n´ x∗ cägiïn
¶mar näg orqind tasraltgüï differencialqlagddag bögööd tädgääriïn gradientuud
g′1(x

∗), . . . , g′m(x∗) n´ ²ugaman xamaaralgüï baïg. Tägwäl xäräw x∗ n´ (3.1) bodlogyn
lokal´ ²iïd bol (3.4)-iïg xangax büx λ∗0 > 0, λ∗ ∈ Rm bolon

< g′i(x
∗), h >= 0, i = 1, . . . , m (3.4)
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nöxcliïg xangax büx h ∈ Rn -iïn xuw´d

< L′′x(x
∗, λ∗0, λ

∗)h, h >≥ 0 (3.5)

baïna.

Teorem 3.3(2-r ärämbiïn xürälcäätäï nöxcöl) f, g1, . . . , gm funkcuud n´ x∗ ∈ X cäg
däär xoër udaa differencialqlagddag baïg. Tägwäl xäräw (3.4)-iïg xangax λ∗0 ≥ 0

bolon λ∗ ∈ Rm oldood (3.6)-g xangax büx h 6= 0-iïn xuw´d

< L′′x(x
∗, λ∗0, λ

∗)h, h >> 0 (3.6)

nöxcöl bieldäg bol x∗ n´ (3.1) bodlogyn ärs lokal´ ²iïd baïna.

Dasgal

3.1.

Daraax bodlogyg äxlääd xuw´sagqiïg zaïluulax argaar, daraa n´ Lagranjiïn argaar bod.

xy3 → max, ax + by = c

Xüsnägt 3.1.
a b c a b c a b c a b c

1 2 3 7 6 2 5 6 11 3 1 10 16 6 2 4
2 1 5 8 7 1 4 8 12 1 5 10 17 6 2 8
3 3 1 6 8 3 5 7 13 2 7 10 18 8 2 5
4 2 4 9 9 4 3 6 14 4 4 8 19 8 2 10
5 4 1 6 10 1 6 9 15 4 2 12 20 8 3 11

3.2.

x2 + y2 = c2 gäsän nöxcöld f(x, y) = ax + by funkciïn äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 3.2.
a b c a b c a b c a b c

1 2 -3 5 6 7 2 4 11 -2 -5 5 16 5 1 3
2 4 1 3 7 -2 6 2 12 5 -3 1 17 -1 5 1
3 -3 4 2 8 -1 7 5 13 -5 -1 2 18 2 5 2
4 -2 1 1 9 -4 -1 3 14 -7 -1 4 19 -5 3 5
5 2 3 4 10 -2 -3 1 15 1 -7 3 20 1 7 4

3.3.

4x2 + cy2 = 9 gäsän nöxcöld f(x, y) = ax2 + 2xy + by2 funkciïn äkstremumyn cägüüdiïg ol.
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Xüsnägt 3.3.
a b c a b c a b c a b c

1 1 1 3 6 3 2 2 11 5 8 6 16 7 4 2
2 3 4 5 7 5 4 3 12 5 3 2 17 13 4 1
3 1 1 2 8 3 5 6 13 9 3 1 18 7 11 6
4 1 2 6 9 7 9 5 14 9 7 3 19 9 5 2
5 1 1 1 10 5 2 1 15 3 6 7 20 7 13 7

3.4.

x2 + y2 = c2 gäsän nöxcöld f(x, y) = ax3 + by3 funkciïn äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 3.4.
a b c a b c a b c a b c

1 3 2 2 6 3 1 3 11 1 8 1 16 2 3 4
2 7 3 3 7 4 3 4 12 4 1 5 17 2 7 1
3 1 2 5 8 1 4 5 13 5 3 4 18 8 1 2
4 7 2 1 9 5 2 2 14 2 5 3 19 1 3 5
5 3 4 2 10 3 5 1 15 2 1 2 20 3 7 3

3.5.

ax3 + by3 − 3cxy = d gäsän nöxcöld f(x, y) = y2 funkciïn äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 3.5.
a b c d a b c d a b c d a b c d

1 9 2 9 -16 6 12 1 6 -16 11 -1 2 1 -4 16 -7 16 7 -2
2 -36 1 9 8 7 1 2 1 4 12 -4 1 2 -16 17 28 1 7 8
3 -9 2 9 16 8 4 1 2 16 13 -18 4 9 4 18 1 2 1 12
4 7 2 7 16 9 -7 2 7 -16 14 9 16 9 -2 19 1 16 2 12
5 3 2 3 -4 10 36 1 9 -8 15 14 4 7 4 20 1 1 1 3

3.6.

ax+ by + c2z2 = 3
2

gäsän nöxcöld f(x, y, z) = a2x2 + b2y2 + cz +2(abxy + bcyz + acxz) funkciïn
äkstremumyn cägüüdiïg ol.

Xüsnägt 3.6.
a b c a b c a b c a b c

1 -5 1 -2 6 6 -1 1 11 5 -4 1 16 6 3 -5
2 1 -4 5 7 1 5 -2 12 -4 2 3 17 -1 7 1
3 -6 5 4 8 -3 2 4 13 1 6 -3 18 5 2 -4
4 1 2 -3 9 -5 2 -5 14 -3 -5 4 19 -3 7 5
5 3 -4 2 10 3 -6 3 15 6 4 -5 20 5 3 -2

3.7.
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R4 ogtorguïd koordinatyn äxiïn

X = {x ∈ R4| x1 + ax2 − x4 = b, x1 + ax3 + x4 = c}

olonlog däärx proekciïg ol.

Xüsnägt 3.7.
a b c a b c a b c a b c

1 2 9 6 6 2 9 -9 11 1 6 6 16 1 6 -9
2 2 9 -6 7 2 -9 9 12 1 6 -6 17 1 -6 9
3 2 -9 6 8 2 -9 -9 13 1 -6 6 18 1 -6 -9
4 2 -9 -6 9 2 9 18 14 1 -6 -6 19 1 6 12
5 2 9 9 10 2 9 -18 15 1 6 9 20 1 6 -12

3.8.

x4ey + y2ex = 1 nöxcöld (0, 1) cäg n´

f(x, y) = ln(ax + 2k2y)− kbxy +
b

k
x + cy

funkciïn äkstremumyn cäg bolj baïx k parametriïn büx utgyg olj, äkstremumyn ²inj
qanaryg todorxoïl.

Xüsnägt 3.8.
a b c a b c a b c a b c

1 4 4 3 6 3 3 2 11 2 2 1 16 1 1 0
2 4 -4 3 7 3 -3 2 12 2 -2 1 17 1 -1 0
3 4 -1 3 8 3 -3/4 2 13 2 -1/2 1 18 1 -1/3 0
4 4 1 3 9 3 3/4 2 14 2 1/2 1 19 1 1/3 0
5 4 -2/3 3 10 3 -1/2 2 15 2 -1/3 1 20 1 -1/6 0

Bodlogo
Daraax funkcuudyn ögögdsön x¶zgaarlalt dax´ äkstremumyn cägüüdiïg ol.

3.1. f(x, y) = y, x3 + y3 − 3xy = 0.

3.2. f(x, y) = x3 + y3, ax + by = 1, änd a > 0, b > 0.

3.3. f(x, y) =
1

3
x3 + y, x2 + y2 = a, änd a > 0.

3.4. f(x, y) = x sin y, 3x2 − 4 cos y − 1 = 0.

3.5. f(x, y, z) = xyz, x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 1.

3.6. f(x, y, z) = a2x2 + b2y2 + c2z2 − (ax2 + by2 + cz2)2, x2 + y2 + z2 = 1, änd a > b > c > 0.

3.7. f(x, y, z) = x + y + z2 + 2(xy + yz + zx), x2 + y2 + z = 1.

Daraax bodloguudyn global´ ²iïdüüdiïg ol.
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3.8.
n∏

j=1

x
αj

j → max,
n∑

j=1

ajx
βj

j = b, xj ≥ 0, j = 1, ..., n änd αj > 0, βj > 0, aj > 0, b > 0.

3.9.
n∑

j=1

cjx
αj

j → min,
n∏

j=1

x
βj

j = b, xj ≥ 0, j = 1, ..., n änd cj > 0, αj > 0, βj > 0, b > 0.

3.10.
n∑

j=1

cj

x
αj

j

→ min,
n∏

j=1

x
βj

j = b, xj > 0, j = 1, ..., n änd cj > 0, αj > 0, βj > 0, b > 0.

3.11.
n∑

j=1

cj

xα
j

→ max,
n∑

j=1

ajxj = b, xj ≥ 0, j = 1, ..., n änd cj > 0, α > 0, aj > 0, b > 0.

3.12.
n∑

j=1

cjx
α
j → max,

n∑
j=1

ajxj = b, xj > 0, j = 1, ..., n änd cj > 0, aj > 0, b > 0, 0 < α < 1.

3.13.
n∑

j=1

cjx
α
j → min,

n∑
j=1

ajxj = b, änd cj > 0, α-täg² natural too, a = (a1, ..., an) 6= 0.

3.14.
n∑

j=1

cj|xj|α → min,
n∑

j=1

ajxj = b, änd cj > 0, α > 1, a = (a1, ..., an) 6= 0, b > 0.

3.15.
n∑

j=1

cjxj → max(min),
n∑

j=1

ajx
α
j = b, änd c = (c1, ..., cn) 6= 0, aj > 0, b > 0, α-täg² natural

too.

3.16.
n∑

j=1

cjxj → max(min),
n∑

j=1

aj|xj|α = b, änd c = (c1, ..., cn) 6= 0, aj > 0, b > 0, α > 1.

3.17.
n∑

j=1

|xj + cj|α → max(min),
n∑

j=1

|xj|α = b, änd c = (c1, ..., cn) 6= 0, α > 1, b > 0.

3.18.
1

2

n∑
j=1

x2
j → min,

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, änd aij, bi-ögögdsön toonuud, ai = (ai1, ..., aij, ..., ain)

(i = 1, 2) wektoruud n´ ²ugaman xamaaralgüï.

4 büläg. �ugaman programqlal

4.1 Poliädr bolon tüüniï oroïnuud
Hab = {x ∈ Rn| < a, x >= b}, a ∈ Rn, a 6= 0, b ∈ R olonlogiïg giper xawtgaï, H+

ab =

{x ∈ Rn| < a, x >≥ b}, H−
ab = {x ∈ Rn| < a, x >≤ b}, olonloguudyg giperxawtgaïnuudaar

törögdsön xagas ogtorguïnuud gäj närlänä.
Xäräw X ∈ Rn olonlogiïg tögslög toony xagas ogtorguïnuudyn ogtlolcol mätäär taw´j
boldog bol tüüniïg poliädr gänä.

X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b} = {x ∈ Rn| < ai, x >≤ bi, i = 1, . . . , m}, (4.1)

Üünd A ∈ A(m,n), b ∈ Rm. ∀x ∈ X yn xuw´d I(x) äär (4.1) iïn ögsön cäg däär täncätgäl
bolj baïdag täncätgäl bi²üüdiïn dugaaruudyn olonlogiïg tämdägläe.

I(x) = {i, 1 ≤ i ≤ m| < ai, x >= bi} (4.2)
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Xäräw x∗ ∈ X bolon ai, i ∈ I(x∗) wektoruudaas n ²ugaman xamaaralgüï wektor songon awq
boldog ööröör xälbäl rangAI(x∗) = n bol x∗-g (4.1) äär todorxoïlogdox X poliädriïn oroï
gänä. Ööröör xälbäl x∗ ∈ Rn n´

AI(x∗)x = bI(x∗)

sistem täg²itgälüüdiïn coryn ganc ²iïd bolj baïwal täräär X yn oroï bolno. Iïmd x∗

n´ oroï baïxyn tuld zaïl²güï |I(x∗)| ≥ n baïx ëstoï bolno. Xäräw |I(x∗)| = n bol x∗ oroïg
böxöögüï, äsräg toxioldold böxsön oroï gänä.

Terem 4.1 Aliwaa poliädr n´ tögslög toony oroïn cägüüdtäï baïna.
Poliädr n´ oroïn cäggüï baïj bolox bögööd üüniï ji²ää bol xagas xawtgaï µm.

Terem 4.2 (4.1) xälbärtäï X poliedr n´ ¶daj näg oroïn cägtäï baïx zaïl²güï bögööd
xürälcäätäï nöxcöl n´ rang(A) = n µm. Tüünqlän däärx nöxcöl bielj baïxad ∀x ∈ X

xuw´d I(x) ⊂ I∗(x) baïx x∗ oroï oldono. < a, x >= b täncätgäl n´ < a, x >≤ b, <

a,−x >≤ −b täncätgäl bi²üüdtäï täncüü qanartaï. Iïmd

X = {x ∈ Rn| < ai, x >≤ bI , I = 1, . . . , k, < ai, x >= b, i = k + 1, . . . ,m} (4.3)

olonlog n´ poliädr bolno.

Dasgal

4.1.

Daraax täncätgäl bi²iïn sistemäär todorxoïlogdox poliädriïg xawtgaï däär baïguulj,
oroïn cägüüdiïg ol.

3x1 + x2 ≤ 18, 4x1 − ax2 ≥ −24,

bx1 − 12x2 ≤ 36, cx1 + 3x2 ≥ −27,

Xüsnägt 4.1.
a b c a b c a b c a b c

1 2 2 1 6 2 3 2 11 2 4 3 16 2 2 4
2 3 3 1 7 3 4 2 12 3 2 3 17 3 3 4
3 4 4 1 8 4 2 2 13 4 3 3 18 4 4 4
4 6 2 1 9 6 3 2 14 6 4 3 19 6 2 4
5 8 3 1 10 8 4 2 15 8 2 3 20 8 3 4

4.2.

Daraax sistemäär R2 däär todorxoïlogdox poliädriïn oroïnuud dund böxsön oroï baïx k

parametriïn büx utguudyg ol.

x1 + ax2 ≤ 8, bx1 + x2 ≤ 12,

2x1 + cx2 ≤ k, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,
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Xüsnägt 4.2.
a b c a b c a b c a b c

1 1 6 1 6 2 6 2 11 2 6 3 16 2 4 1
2 4 3 1 7 4 6 3 12 4 6 1 17 4 6 2
3 4 4 1 8 4 2 5 13 1 4 1 18 2 3 3
4 4 2 3 9 4 3 5 14 2 2 2 19 2 4 3
5 4 3 3 10 4 6 5 15 2 3 1 20 4 4 5

4.3.

Daraax sistemäär todorxoïlogdox poliädr R4 d ¶daj näg oroïn cägtäï baïx k parametriïn
büx utguudyg ol.

(k + a)x1 + x2 + 3x3 + 4x4 ≤ 1,

bx1 + kx2 + 4x3 + 5x4 ≤ 2,

(k + c)x1 − x2 + 5x3 + 6x4 ≤ 3,

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0,

Xüsnägt 4.3.
a b c a b c a b c a b c

1 1 6 5 6 5 6 7 11 9 -8 7 16 5 24 11
2 11 -18 7 7 3 -2 1 12 11 -28 3 17 9 -20 1
3 13 -42 1 8 3 40 13 13 1 12 7 18 13 -22 9
4 7 -10 3 9 1 30 11 14 5 14 9 19 3 4 5
5 9 10 11 10 9 -18 3 15 13 -36 5 20 7 30 13

4.4.

Daraax sistemäär R3 däär todorxoïlogdox poliädriïn oroïnuudyg ol.

ax1 + x2 + x3 = 0, x1 + bx2 + x3 = 0,

x1 + x2 + x3 ≤ (a− 1)(b− 1), x3 ≤ c(ab− 1);

Xüsnägt 4.4.
a b c a b c a b c a b c

1 2 3 -1 6 7 3 -3 11 6 2 8 16 2 9 2
2 4 8 2 7 5 4 5 12 4 2 1/3 17 6 7 4
3 5 7 1/2 8 4 9 6 13 7 4 7 18 7 2 -3
4 2 4 3 9 3 5 -2 14 5 6 -1 19 9 7 9
5 8 2 1/5 10 2 5 3 15 6 7 1/5 20 5 8 1/4

4.5.

Daraax sistemäär R4 däär todorxoïlogdox poliädriïn büx oroïnuudyg olj, tädän dund
böxsön oroï baïx äsäxiïg ²injil.

ax1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + bx2 + cx3 + x4 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4,
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Xüsnägt 4.5.
a b c a b c a b c a b c

1 3 6 -2 6 2 4 -4 11 3 2 0 16 6 5 -3
2 2 3 0 7 3 5 -2 12 4 5 -3 17 2 6 -1
3 5 4 -1 8 3 4 -1 13 5 2 -1 18 4 2 -4
4 6 2 -3 9 2 5 0 14 4 3 -4 19 5 6 0
5 5 3 -4 10 6 3 -3 15 6 4 -2 20 4 6 -2

4.6.

Geometr baïguulaltyn tuslamjtaïgaar daraax sistem niïctäï baïx k parametriïn büx
utgyg ol.

ax1 + b2 + x3 + (c + 1)x4 = k,

(a + 3)x1 + (b + 2)x2 + x3 + cx4 = 2− k,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4,

Xüsnägt 4.6.
a b c a b c a b c a b c

1 5 1 2 6 11 4 2 11 10 3 3 16 10 4 1
2 12 4 3 7 6 2 1 12 10 2 5 17 11 3 4
3 8 1 5 8 13 4 4 13 6 1 3 18 4 1 1
4 9 3 2 9 7 2 2 14 12 3 5 19 14 4 5
5 7 1 4 10 8 3 1 15 9 2 4 20 8 2 3

4.7.

Geometr baïguulaltyn tuslamjtaïgaar daraax implikaci ünän baïx k parametriïn büx
utgyg ol.

x1 + x2 ≤ 12,

0 ≤ x1 ≤ a,

0 ≤ x2 ≤ b




→ cx1 + 5x2 ≤ k :

Xüsnägt 4.7.
a b c a b c a b c a b c

1 8 7 2 6 10 8 1 11 8 10 7 16 10 7 1
2 7 8 7 7 11 7 6 12 9 11 2 17 11 10 8
3 10 11 4 8 8 9 8 13 7 9 6 18 7 11 3
4 11 9 1 9 7 10 2 14 10 9 8 19 8 11 6
5 9 7 6 10 9 8 7 15 11 7 3 20 9 10 4

Bodlogo

4.1. R4 däär daraax sistemäär ögögdöx affin olonlogiïn xämjääsiïg ol.
a) −x1 + x2 + 2x4 = −4, b) x1 − 2x2 − x3 + 3x4 = 1,

2x1 + 3x2 − x3 + x4 = 1, x1 + 4x2 + 3x3 = −3,

x1 + 4x2 − x3 + 3x4 = 3; 2x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = −2;

24



w) x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = −2,

−x1 + 3x2 + x4 = 3,

−x2 + x3 + 3x4 = 1;

4.2. a parametriïn büx bolomjit utgand daraax sistemäär ögögdöx affin olonlogiïn
xämjääsiïg ol.

x1 + 2x2 + ax3 + x4 + 3x5 = 10, 2x1 − 3x2 + 5x3 − 2x4 + x5 = −7

3x1 − x2 + 8x3 − x4 + 4x5 = 3, 4x1 + x2 + 11x3 + 7x5 = 13.

4.3. Daraax sistemäär ögögdöx X ⊂ R4 poliädr xooson bi² boloxyg xaruulj, I(X) iïg ol.
I(x) = {i, 1 ≤ i ≤ m |< ai, x >= bi, ∀x ∈ X}.

−x1 + 2x2 − 5x3 + 2x4 ≤ 0, 4x1 − 7x2 + x3 − 7x4 ≤ −9,

−2x1 + 3x2 − x3 + x4 ≤ 1, x1 − x2 + x3 + 2x4 ≤ 3,

4.4. Daraax sistemäär ögögdöx X ⊂ R4 poliädr affin olonlog boloxyg xaruulj, xämjääsiïg
ol.

x1 − 5x2 + 2x3 + 3x4 ≤ 1, −2x1 + x2 + 4x3 − x4 ≤ −3,

−3x1 − 3x2 + 10x3 + x4 ≤ −1, x1 + 4x2 − 6x3 − 2x4 ≤ 2,

4.5. Daraax sistemäär ögögdsön X poliädr xooson bi² baïx a parametriïn büx utgyg olj
I(x)-g ol.

3x1 + 2x2 − x3 − 5x4 ≤ 11, 3x1 + 5x2 − 7x3 − x4 ≤ −1,

3x1 − 5x2 − 2x3 + 2x4 ≤ a, −2x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 8,

4.6. Daraax poliädrüüdiïn xämjääsiïg ol. Üünd: dimX = n− rangAI(x).
a) 2x1 + x2 − x3 + x4 ≤ 5, b) 2x1 − 3x2 + x3 + 2x4 ≤ 3,

x1 − 4x2 + 2x3 − 3x4 ≤ −2, −4x1 + x2 + 5x3 ≤ −33,

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0; x1 − 5x2 + x3 + x4 ≤ −10,

x1 + x2 − 3x3 − x4 ≤ 15,

w) 2x1 − 4x2 − 2x3 + 7x4 ≤ 7, g) x1 + x2 + x3 − x4 ≤ 0,

x1 − 2x2 + x3 + x4 = 1, 2x1 + 3x2 + 5x3 + 6x4 = 0,

x1 − 2x2 + x3 + 5x4 = 5; 3x1 + 4x2 + 6x3 + 7x4 = 0,

3x1 + x2 + x3 + 4x4 = 0.

4.7. Geometr baïguulaltyn argaar daraax poliädrüüdiïn büx oroïg todorxoïl.
a) 2x1 + x2 ≤ 8, b) x1 + x2 ≤ 6,

2x1 − 5x2 ≤ 20, −3x1 + x2 ≤ 9,

−x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 = 4;

x1 ≥ −5;

w) −3x1 + 6x2 ≤ 13, g) −3x1 + 2x2 ≤ 0,

3x1 + x2 ≤ 9, x1 − x2 ≤ −1,

−x1 + 2x2 ≤ 4, −x1 + 2x2 ≤ 4.

25



4.8. Daraax ögögdsön poliädr n´ böxsön oroïtoï baïx a parametriïn utgyg ol.

ax1 + x2 ≤ 1, 2x1 + x2 ≤ 6,

−x1 + x2 ≤ 6, x1 + 2x2 ≥ 6,

4.9. Ögögdsön poliädr n´ ¶daj ganc oroïtoï baïx a parametriïn büx utgyg ol.

ax1 + 2x2 − x3 + 5x4 − x5 ≤ 4,

x1 + 3x2 + x3 − 8x4 + 2x5 ≤ 0,

−4x2 + 7x3 + 3x4 − 4x5 ≤ 1,

2x4 + x5 ≤ 3,

x4 + x5 ≥ −1,

4.10. Doorx poliädrüüdiïg büx oroïg ol.

a) x1 − 2x2 + 5x3 ≤ 4, b) x1 + 3x2 + 4x3 ≤ 8,

4x1 − x2 + 6x3 ≤ 9, 2x1 − 2x2 − 5x3 ≤ −5,

2x1 − 4x2 + 3x3 ≥ 1, 4x1 + 7x2 + x3 ≤ 12,

x1 + 5x2 − 2x3 ≥ −3;

w) x1 + x2 + x3 ≤ 15, g) −x1 + 2x2 − 2x3 ≥ 2,

2x1 + x2 − 3x3 ≤ 43, x1 + 4x2 + 2x3 ≥ 4,

x1 + 2x2 + x3 = 5, x1 − x2 + x3 ≤ 0,

2x1 + 5x2 + 3x3 = 1; −x1 + 5x2 + x3 = 8.

4.11. Ögögdsön poliädrüüdiïn büx oroïg ol.

a) x1 − 2x2 + 4x3 − x4 = 1, b) 4x1 + 5x2 + x3 − x4 = 2,

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3, 2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 5,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4; xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;

w) x1 + x2 + x3 + x4 = 3,

2x1 − x2 + x3 − 2x4 = 2,

3x1 + x2 − 4x3 − x4 = 0,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;

4.12. Geometr baïguulaltyn argaar daraax poliändriïn oroïg ol.

−2x1 + 4x2 + x3 − x4 + 3x5 = 2,

2x1 + x2 + 4x3 + 3x4 + 3x5 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

4.13. Daraax poliändr n´ böxsön oroïtoï baïx k parametriïn büx oroïg ol.

kx1 − x2 − 3x3 − 4x4 = 5,

2x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = −1,

x1 + 3x2 + x3 + 3x4 = 2, xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;
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4.14. Ögögdsön poliändriïn xämjääsiïg olj büx oroïnuudyg todorxoïl.

X =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xj ≤ 1, xj ≥ 0, j = 1, ..., n

}
.

4.15. Ögögdsön poliändriïn xämjääsiïg olj büx oroïnuudyg todorxoïl.

X =

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

xj = 1, xj ≥ 0, j = 1, ..., n

}
.

4.2 �ugaman programmqlalyn bodlogyn tawil bolon xälbärüüd
�ugaman funkciïg olon talst olonlog däär maksimumqlax äswäl minimumqlax bodlogyg
²ugaman programmqlalyn bodlogo (�PB) gänä. �PB-yg daraax baïdlaar biqij bolno.

< c, x >→ max, Ax ≤ b (4.4)

änd A- m × n matric, b ∈ Rm, c ∈ Rn. Bodlogyn bolomjit ²iïdiïn mujiïg daraax
baïdlaar biq´e.

X = {x ∈ Rn|Ax ≤ b} (4.5)

Teorem 4.3 �ugaman programqlalyn bodlogyn duryn lokal´ ²iïd n´ global´ ²iïd bolno.

(4.4) bodlogyn ²iïdiïn olonlog X∗ n´ mön poliädr baïx bögööd xärwää täräär xooson bi²
bol daraax xälbärtäïgäär biqigdänä.

X∗ = {x ∈ Rn|Ax ≤ b, < c, x >≥ f ∗}, (4.6)

Üünd f ∗ n´ (4.4) bodlogyn utga, ö.x. f ∗ = sup
X

< c, x >.

(4.4) xälbäriïn bodlogyg ündsän bodlogo gäj närlädäg. �ugaman programmqlalyn maksi-
mumqlax bodlogyg bolomjit ²iïdiïn mujaas n´ xamaaruulsan öör örgötgösön biqlägüüdiïn
xälbärüüdiïg üz´e. Üüniï tuld ömnö tämdägläsän ësoor A ∈ A(m, n), b ∈ Rm, c ∈ Rn gäj
üznä. �P-yn standart bodlogo:

< c, x >→ max, Ax ≤ b, x ≥ 0. (4.7)

�P-yn kanonik bodlogo:
< c, x >→ max, Ax = b, x ≥ 0. (4.8)

�P-yn erönxiï bodlogo:
n∑

j=1

cjxj → max,

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, . . . k, (4.9)

n∑
j=1

aijxj = bi, i = k + 1, . . .m,
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xj ≥ 0, j = 1, . . . , s.

Erönxiïdöö (4.4), (4.7) bolon (4.8) bodloguudyn al´ n´ q (4.9) erönxiï bodlogyn tuxaïn
toxioldluud baïna. Mön tüünqlän erönxiï bodlogo n´ ööröö üldsän gurawynxaa al´ q xäl-
bärtäï n´ adilxan baïdlaar biqigdsän baïj bolno.

Dasgal

4.8.

Daraax bodlogyg standart xälbärt ²iljüül:

4x1 + x2 + 3x3 → max,

2x1 + x2 + x3 ∼ 1,

3x2 + x3 ≈ 2,

−x1 + 5x2 + 2x3∞4,

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 :

Xüsnägt 4.8.
∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞

1 ≥ = ≤ 6 = ≤ = 11 = ≥ = 16 ≤ ≤ =

2 = ≤ ≥ 7 ≤ = ≥ 12 = = ≤ 17 ≥ ≥ ≤
3 ≤ = = 8 ≥ = = 13 ≥ ≥ = 18 ≥ ≤ =

4 = ≥ ≥ 9 = ≥ ≤ 14 ≤ ≥ ≥ 19 ≥ ≤ ≥
5 ≥ = ≥ 10 ≤ ≥ = 15 = = ≥ 20 ≤ ≤ ≥
4.9.

Daraax bodlogyg kanonik xälbärt ²iljüül.

x1 + x2 − x3 − x4 → min,

x1 + 3x2 − x4 ∼ 2,

−x1 + x2 + x4 ≈ 1,

x2 + x3∞3,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 :

Xüsnägt 4.9.
∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞

1 ≥ = ≤ 6 = ≤ ≤ 11 ≥ ≤ ≤ 16 = = ≥
2 ≥ ≥ ≤ 7 ≤ ≥ ≤ 12 = ≤ ≥ 17 ≥ = ≥
3 ≥ ≤ ≥ 8 ≤ ≤ ≥ 13 ≥ ≥ = 18 ≤ ≥ =

4 = ≥ ≥ 9 ≤ ≥ ≥ 14 ≤ = ≤ 19 = = ≤
5 ≥ ≤ = 10 ≤ ≤ = 15 = ≥ ≤ 20 ≤ = ≥
[4.10-4.13] bodloguudyg grafik argaar bod.

4.10.
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x1 + ax2 → max,

x1 + 2x2 ≤ 10,

3x1 + 2x2 ≤ 18,

x1 − x2 ≥ −b,

cx1 − x2 ≤ 8c + 3 ∗) :

Xüsnägt 4.10.
a b c a b c

1 5 7 2 11 -5/6 8 1/4
2 1 6 3 12 3 13/2 2
3 -1 6 1/8 13 1 9 1
4 5 9 1 14 -1/3 10 2
5 3/4 7 1 15 7/4 6 3
6 -1/4 10 2 16 -3/4 13/2 1/2
7 4 12 1/2 17 3/2 7 2
8 5/4 9 1/3 18 3 6 1
9 -1 6 1/2 19 4 8 3/4
10 5/6 7 1 20 -1 15/2 1/3

4.11.

ax1 + x2 → min,

x1 + (b− 3)x2 ≥ b,

(c− 4)x1 + x2 ≥ c,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 :

Xüsnägt 4.11.
a b c a b c a b c a b c

1 1/4 5 9 6 1/2 7 6 11 7/2 5 7 16 1/2 4 9
2 5/4 4 6 7 1/6 8 8 12 9/2 6 9 17 5/3 8 6
3 9/2 7 8 8 5/2 4 7 13 1/5 7 7 18 3/4 5 6
4 7/4 8 7 9 13/3 5 8 14 7/2 4 8 19 1/4 6 8
5 5/2 6 6 10 2/3 6 7 15 1/3 8 9 20 11/2 7 9

4.12.

ax2 − 3x3 → max,

2x1 + bx2 + x3 ≤ 15,

2x1 + 5x2 − 2x3 ≤ 0,

cx1 + 2x2 − x3 = −3,

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 :
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Xüsnägt 4.12.
a b c a b c a b c a b c

1 10 2 3 6 -2 2 2 11 -1 5 3 16 -2 5 2
2 -1 1 2 7 2 3 4 12 6 6 4 17 4 4 3
3 3 5 4 8 5 5 3 13 10 1 2 18 12 2 4
4 -3 4 2 9 11 1 4 14 -3 3 3 19 5 3 2
5 12 3 3 10 7 7 2 15 7 3 4 20 -1 3 4

4.13.

x1 + x3 + ax4 + bx5 → max,

x1 − x2 + 6x4 − 2x5 = c− 15,

x2 − x3 − 4x4 + 6x5 = 24,

x1 + x2 − x3 − 3x4 + 7x5 = c + 24,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5 :

Xüsnägt 4.13.
a b c a b c a b c a b c

1 3 5 6 6 1 1 7 11 1 2 8 16 2 2 6
2 5 2 7 7 6 3 8 12 8 4 6 17 1 3 7
3 1 5 8 8 2 1 6 13 2 5 7 18 7 4 8
4 3 -1 6 9 3 0 7 14 9 5 8 19 6 2 6
5 4 3 7 10 5 7 8 15 7 -1 6 20 3 3 7

4.14.

Daraax bodlogyn ²iïd x1 =
(
0, 1

2b
, 0

)
, x2 =

(
5, 0, 5a

3c

)
, x3 =

(
3, 3a+2

2b
, 0

)
cägüüd däär

or²ix uu?
(4− 5a)x1 + 10bx2 + 15cx3 → max,

(2a + 1)x1 − 4bx2 − 6cx3 ≤ 13,

(5− 4a)x1 + 8bx2 + 12cx3 ≤ 23,

−(3a + 1)x1 + 6bx2 + 9cx3 ≤ 3

Xüsnägt 4.14.
a b c a b c a b c a b c

1 -1 1 3 6 3 -1 8 11 5 -2 6 16 1 -1 3
2 -1 1 6 7 -3 2 3 12 5 -2 8 17 1 -1 6
3 -1 1 8 8 -3 2 6 13 -3 1 3 18 1 -1 8
4 3 -1 3 9 -3 2 8 14 -3 -1 6 19 3 -2 3
5 3 -1 6 10 5 -2 3 15 -3 1 8 20 3 -2 8

4.15.
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p, q-iïn ¶mar utgand 1) bodlogyn bolomjit ²iïdiïn olonlog xooson baïx wä? 2) funkciïn
utga ∞ baïx 3) cor ganc ²iïdtäï baïx 4) Too toïm²güï olon ²iïdtäï baïx.

ax1 + bx2 → max,

x1 + px2 ≤ 1,

x1 − x2 ≥ q,

x1 ≥ 0

Xüsnägt 4.15.
a b a b a b a b

1 3 5 6 2 1 11 7 3 16 2 5
2 3 7 7 6 5 12 7 4 17 5 2
3 2 3 8 3 7 13 3 2 18 2 7
4 8 3 9 5 8 14 5 3 19 7 2
5 3 4 10 4 7 15 5 6 20 3 1

4.16.

k-iïn ¶mar utgand x∗ = (b, 0) doorx bodlogyn ²iïd bolox wä?

kx1 + (2− k)x2 → max,

ax1 − bx2 ≤ 0,

2x1 + 3x2 ≤ c,

x1 + x2 ≤ a + b :

Xüsnägt 4.16.
a b c a b c a b c a b c

1 4 -3 7 6 3 1 13 11 3 -1 8 16 5 1 20
2 3 2 14 7 3 -1 9 12 3 -2 7 17 5 2 20
3 2 -1 5 8 4 -1 12 13 4 2 16 18 5 -3 11
4 5 -2 13 9 4 -2 10 14 4 3 19 19 6 -5 10
5 4 4 25 10 4 1 15 15 5 -1 14 20 6 -4 11

4.17.

�PB-yn ²iïdiïg tüüwriïn argaar ol.
ax1 + x2 + 8x3 → max,

x1 + bx2 + x3 ≥ 1,

x1 + x2 + cx3 ≤ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0 :

Xüsnägt 4.17.
a b c a b c a b c a b c

1 4/3 4 5 6 4/3 4 6 11 7/3 4 3 16 3/2 2 5
2 3/2 6 4 7 16/5 3 2 12 19/5 6 2 17 7/4 5 4
3 7/3 2 3 8 6/5 2 6 13 3/2 2 4 18 15/4 7 2
4 6/5 3 6 9 9/5 3 4 14 5/3 6 5 19 4/3 5 6
5 5/4 2 7 10 7/2 4 2 15 7/2 5 2 20 7/3 6 3
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4.18.

�PB-yn ²iïdiïg tüüwriïn argaar ol.

x1 + 3x2 − x3 − x4 → max,

ax1 − x2 + x3 + bx4 = 120,

x1 + x2 − x3 + x4 = 0,

x1 + x2 + x3 + cx4 = 120,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4 :

Xüsnägt 4.18.
a b c a b c a b c a b c

1 1 2 2 6 1 5 5 11 1 0 0 16 1 3 3
2 3 5 2 7 2 8 5 12 3 1 0 17 2 5 3
3 5 8 2 8 3 11 5 13 5 2 0 18 3 7 3
4 7 11 2 9 4 14 5 14 7 3 0 19 4 9 3
5 9 14 2 10 5 17 5 15 9 4 0 20 5 11 3

4.19.

Daraax bodloguudyn xosmog bodlogyg baïguul.

x1 + 2x2 → max,

3x1 − 4x2 ∼ 1,

5x1 + 6x2 ≈ 2,

−7x1 + 8x2∞3,

x2 ≥ 0 :

Xüsnägt 4.19.
∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞ ∼ ≈ ∞

1 ≥ = ≤ 6 = ≤ ≤ 11 ≥ ≤ ≤ 16 = = ≥
2 ≥ ≥ ≤ 7 ≤ ≥ ≤ 12 = ≤ ≥ 17 ≥ = ≥
3 ≥ ≤ ≥ 8 ≤ ≤ ≥ 13 ≥ ≥ = 18 ≤ ≥ =

4 = ≥ ≥ 9 ≤ ≥ ≥ 14 ≤ = ≤ 19 = = ≤
5 ≥ ≤ = 10 ≤ ≤ = 15 = ≥ ≤ 20 ≤ = ≥
4.20.

Daraax bodlogyn bolomjit ²iïd x1 =
(

a+4c
7

, 2a+c
7

, 0
)
, x2 =

(
4a+c

7
, a+2c

7
, c−a

2

)
ba xargalzax

xosmog bodlogyn bolomjit cäg y1 = (1
2
, 1

2
, 1

2
), y2 = (5

7
, 0, 6

7
) bol ädgäär cägüüd dotor xargalzax

bodlogyn ²iïdüüd or²ix äsäxiïg todorxoïl.

x1 + 2x2 − x3 → max,

−x1 + 4x2 − 2x3 ≤ a,

x1 + x2 + 2x3 ≤ b,

2x1 − x2 + 2x3 ≤ c,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
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Xüsnägt 4.20.
a b c a b c a b c a b c

1 5 8 6 6 6 9 7 11 7 10 8 16 8 11 9
2 5 9 7 7 6 10 8 12 7 11 9 17 8 12 10
3 5 10 8 8 6 12 9 13 7 13 10 18 8 14 11
4 5 12 9 9 6 13 10 14 7 14 11 19 8 15 12
5 5 13 10 10 6 14 11 15 7 16 12 20 8 17 13

4.21.

Daraax bodlogyn xosmog bodlogyg grafik argaar bodox zamaar ündsän bodlogyn ²iïdiïg
ol.

3ax1 + 11x2 + 5bx3 + x4 → min,

−3x1 + x2 + (2 + b)x3 − x4 ≥ c,

(2 + a)x1 + 3x2 − 5x3 − 3x4 ≥ 7,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4 :

Xüsnägt 4.21
a b c a b c a b c a b c

1 1 1 4 6 2 1 1 11 3 1 3 16 4 1 2
2 1 2 1 7 2 2 3 12 3 2 2 17 4 2 4
3 1 3 3 8 2 3 2 13 3 3 4 18 4 3 1
4 1 4 2 9 2 4 4 14 3 4 1 19 4 4 3
5 1 5 4 10 2 5 1 15 3 5 3 20 4 5 2

4.22.

Xosmogiïn onol ba grafik arga a²iglan daraax bodlogyn ²iïdiïg ol.

2x1 + x2 − (2 + 12a)x3 + (1 + 6a)x4 − 3bx5 → max,

x1 + 3x2 − x4 − 2x5 = 1,

x2 − 2x3 + x4 = 1,

x1 + x2 − (5 + 2a− 2b)x3 + (2 + a− b)x4 − (b− 2)x5 ≤ −b,

x1 + x2 − 14x3 + 7x4 + 3x5 ≤ 4,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x5 ≥ 0 :

Xüsnägt 4.22.
a b a b a b a b

1 4 3 6 5 3 11 6 3 16 7 3
2 5 4 7 6 4 12 7 4 17 8 4
3 6 5 8 7 5 13 8 5 18 9 5
4 7 6 9 8 6 14 9 6 19 10 6
5 8 7 10 9 7 15 10 7 20 11 7

4.23.
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Bodlogyn büx ²iïdiïg ol.

(a− 4b)x1 − 3ax2 + 8x3 − 4ax4 → max,

−(b− 1)x1 + (b− 3)x2 + x3 + (b− 4)x4 ≤ −1,

(a− 4)x1 − ax2 + 4x3 − ax4 ≤ −c,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

Xüsnägt 4.23.
a b c a b c a b c a b c

1 3 5 1 6 3 6 1 11 2 6 3 16 1 6 2
2 3 5 2 7 3 6 2 12 1 5 1 17 1 7 1
3 2 5 1 8 3 6 3 13 1 5 2 18 1 7 2
4 2 5 2 9 2 6 1 14 1 5 3 19 1 7 3
5 2 5 3 10 2 6 2 15 1 6 1 20 1 7 4

4.24.

Äärmäliïn üïldwär 2 törliïn ääräx utas üïldwärläxäd 3 törliïn äd bolox noos, kapron,
akrilyg a²iglana. 4.24 xüsnägtänd jiliïn tur² xäräglägdäx tüüxiï ädiïn zarcuulaltyn
norm, niït too xämjää bolon 1tn äärmäl tus bürääs olox a²ig ögögdsön bol niït a²ig
xamgiïn ix baïx üïldwärläliïn onowqtoï tölöwlögöö zoxio.

Xüsnägt 4.24a

Tüüxiï äd 1tn utasand noogdox
tüüxiï äd

Tüüxiï äd-

Wid 1 Wid 2 iïn too
�erst´ 0,5 0,2 600
Kapron a 0,6 b

Akril 0, 5− a 0,2 c

1tn äärmäl utasnaas
olox a²ig 1100 900

Xüsnägt 4.24b
a b c a b c a b c a b c

1 0,1 620 500 6 0,1 870 510 11 0,2 710 400 16 0,3 690 300
2 0,1 730 500 7 0,1 790 520 12 0,2 880 410 17 0,3 720 300
3 0,1 840 500 8 0,2 920 400 13 0,2 810 410 18 0,3 750 300
4 0,1 650 510 9 0,2 850 400 14 0,2 740 410 19 0,3 780 300
5 0,1 760 510 10 0,2 780 400 15 0,3 660 300 20 0,3 800 300

4.25.

Neftiïn üïldwär benzin, kerosin ba üïldwäriïn tos gargan awaxyn tuld neft´ gargax
xoër törliïn texnologi a²iglana. 4.25 xüsnägtänd bütäägdäxüüniï too xämjää, zardal ba
1tn neft´ üïldwärläxäd texnologiïg aqaalax cag bolon 1tn bütäägdäxüüniï örtög, ulsyn za-
xialgyn xonogiïn too xämjää ögögdöw. Texnologiïg aqaalax niït too xämjää 75ma²/cag.
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Büx xa¶gdal n´ xödölmöriïn bütäämj n´ ’s’tn/ödörtäï täncüü cäwärläx baïguulamjaar
damjin öngörnö. Üïldwärläliïn bütäägdäxüüniï ärält ba niïlüülältiïg x¶zgaargüï gäj
üzäj bolno. Üïldwäriïn a²ig xamgiïn ix baïxaar ödriïn onowqtoï tölöwlögöö zoxio.
Xüsnägt 4.25a

Bütäägdäxüüniï
Bütäägdäxüün garc Jiliïn 1tn Ulsyn

tölöwlö-
Texnolo- Texnolo- bütäägdäxüüniï gööniï ödriïn
gi 1 gi 2 örtög xämjää(tn)

Benzin 0,6 0,3 100 117
Kerosin 0,1 0,3 50 54
Üïldwäriïn tos − 0,3 20
Xa¶gdal 0,3 0,1
Üïldwärläliïn
zardal a b

Texnologiïn
aqaalal (ma²/cag) 0,2 0,05

Xüsnägt 4.25b
a b c a b c a b c a b c

1 13 37 130 6 21 39 135 11 37 43 140 16 39 45 145
2 15 37 135 7 23 39 140 12 39 45 145 17 31 45 130
3 17 37 140 8 25 39 145 13 37 45 130 18 37 45 135
4 19 37 145 9 29 41 130 14 35 45 135 19 35 45 140
5 21 37 130 10 31 41 135 15 33 45 140 20 33 45 145

4.26.

Cex n´ 3 törliïn detaliïg 2 suur´ ma²in däär bäldänä. 4.26 zurgand detal´ tus büriïg
bäldäxäd ²aardagdax xugacaag xaruulsan texnologiïn sxem xaruulaw. Suur´ ma²in tus
büriïn ajillax cagiïn ödriïn too xämjää 1-r ma²iny xuw´d ’b’ minut, 2-r ma²iny xuw´d
’s’ minut bolno. 1,2 ba 3-r törliïn 1 ²irxäg detaliïn ünä xargalzan 3;1 ba 2$ tus tus bolno.

Suur´ ma²in 1 Suur´ ma²in 2

Bäldmäl

3 min 6 min

9 min

a min 3 min

Detal´ 1

Detal´ 2

Detal´ 3

Xüsnägt 4.26.
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a b c a b c a b c a b c

1 3 600 900 6 5 840 450 11 5 870 900 16 4 870 450
2 3 960 600 7 3 660 900 12 5 930 450 17 5 630 270
3 3 510 750 8 3 960 510 13 3 720 900 18 3 600 750
4 4 690 450 9 4 600 900 14 3 960 420 19 4 720 900
5 5 660 900 10 4 780 450 15 4 660 900 20 4 750 360

4.27.

Gurwan törliïn (A,B ba C) bütäägdäxüün üïldwärläxäd I,II ba III törliïn tüüxiï äd
a²iglagdana. I ba II törliïn tüüxiï ädiïn nööc x¶zgaarlagdmal. Xüsnägt 4.27a -d tüüxiï
ädiïn zarcuulaltyn norm, tüüxiï äd ba bütäägdäxüüniï ünä, tüüxiï ädiïn nööc zärgiïg
xaruulaw. Üïldwär xamgiïn ix a²igtaï baïxaar bütäägdäxüün üïldwärläliïn tölöwlögöö
zoxio.
Xüsnägt 4.27a

Tüüxiï
äd

1kg tüüxiï
ädiïn ünä($)

Nägj bütäägdäxüün üïldwärläx
tüüxiï ädiïn orc (norm)

Tüüxiï
ädiïn
nööc

A B C

I 2 1 3 a 3000
II 1 4 1 3 −
III b 6 5 2 3320

Nägj bütäägdäx-
üüniï ünä

6b + 12 5b + 22 c

Xüsnägt 4.27b
a b c a b c a b c a b c

1 2 1 17 6 3 1 22 11 3 3 26 16 4 2 27
2 2 2 19 7 3 2 23 12 3 4 26 17 4 3 28
3 2 3 21 8 3 2 24 13 4 1 25 18 4 3 30
4 2 4 23 9 3 2 25 14 4 1 27 19 4 4 30
5 3 1 21 10 3 3 25 15 4 2 26 20 4 4 32

4.28.

Üïldwär n´ 2 törliïn daawuug 2 törliïn suur´ ma²in däär bäldänä. Xüsnägt 4.28-d 1 ba
2 törliïn daawuug bäldäx suur´ ma²inuudyn xödölmöriïn bütäämj, doloo xonogt daawuu
bäldäx xüqin qadal, 1cagt suur´ ma²inyg üïlqläx xödölmöriïn zardal, daawuu tus büriïn
üniïg xaruulaw. 7 xonogiïn xödölmöriïn zardlyn niït nööc 6000cag bol a²ig xamgiïn ix
baïx 7 xonogiïn üïldwärläliïn tölöwlögöö zoxio.
Xüsnägt 4.28a
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Suur´ ma²in Xüqin qadal
(m¶nga.cag)

Xödölmöriïn zar-
dal (min/cag)

Xödölmöriïn bütäämj (m/cag)

Daawuu 1 Daawuu 2
1 30 a 20 15
2 b 6 12 6

Daawuuny
ünä ($)

18 c

Xüsnägt 4.28b
a b c a b c a b c a b c

1 10 30 26 6 10 40 28 11 9 30 30 16 8 30 28
2 10 30 28 7 10 40 30 12 9 30 32 17 8 30 30
3 10 30 30 8 10 40 32 13 9 40 28 18 8 30 32
4 10 30 32 9 9 30 26 14 9 40 30 19 8 40 28
5 10 40 26 10 9 30 28 15 9 40 32 20 8 40 30

Bodlogo

4.16. �PB-g ündsän, standart ba kanonik xälbärt ²iljüül.
2x1 − x2 − 5x3 → max,

4x1 + 3x2 + x3 = 4,

−x1 + 6x2 − x3 ≥ 2,

7x1 − x2 + 2x3 ≤ 5,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

4.17. �PB-g kanonik xälbärt ²iljüül.
−x1 + 4x2 + x3 − 3x4 → max,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 ≤ 5,

4x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 = 6,

−x1 − x2 + x3 + 4x4 = −3,

x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

4.18. Daraax bodloguudyg grafik argaar bod.
a) x1 + 2x2 → max, b) 2x1 + x2 → max

3x1 − 2x2 ≤ 6, −x1 + x2 ≤ 2,

−x1 + 2x2 ≥ 4, x1 + 2x2 ≤ 7,

3x1 + 2x2 ≤ 12, 4x1 − 3x2 ≤ 6,

x1 ≥ 0; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

w) 7x1 + 5x2 → min, g) −x1 + 2x2 → min,

x1 + x2 ≥ 3, 2x1 − 3x2 ≥ 0,

x1 + 5x2 ≥ 5, x1 − x2 ≤ 3,

2x1 + x2 ≥ 4; 2x1 − x2 = 4.
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4.19. Xuw´sagqiïg zaïluulax zamaar grafik argaar bod.

a) 8x1 − 2x2 − 3x3 → max, b) x1 + x3 − 7x4 + x5 → max,

−x1 + 3x2 + x3 ≤ 4, x1 − x2 + 6x4 − 2x5 = −7,

7x1 − 2x3 ≤ 16, x2 − x3 − 4x4 + 6x5 = 24,

2x1 − x2 − x3 = 2, x1 + x2 − x3 − 3x4 + 7x5 = 32,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

w) −x1 + x2 + x4 + 3x5 → min, g) x1 + x2 + 2x3 − 9x4 → max,

x1 + 2x2 − x3 − 5x4 + 2x5 = −5, 2x1 − x2 + x3 − 4x4 ≤ 6,

x1 + x2 + x3 − 2x4 + 5x5 = −2, x1 + 2x2 − x3 + 7x4 = 5,

−2x2 + x3 + 3x4 − 3x5 = 6, 5x1 + x2 − 3x4 = 11,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0; 3x1 + 2x2 + x3 − 3x4 = 7,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;

4.20. x∗-cäg n´ daraax bodloguudyn ²iïd bolno gäj batal.

a) 7x1 − 5x2 + x4 → max, b) −12x1 − 7x2 + 4x3 + 5x4 → max,

5x1 − x2 + 2x3 − x4 ≤ −5, −3x1 − x2 − x3 + 4x4 ≤ 10,

x1 + x2 + x3 + 3x4 ≤ 14, −x1 + 3x2 + x3 − x4 ≤ −3,

x1 − 2x2 − x3 + x4 ≤ 3, 2x1 + x2 − 2x3 + x4 = 7,

x∗ = (1, 2,−2, 4); x2 ≥ 0, x4 ≥ 0,

x∗ = (1, 0,−1, 3);

w) x1 + x2 + x3 + 4x4 → max, g) x1 + 2x2 + x4 − x5 → max,

−x1 + 2x2 + 3x3 − x4 ≤ 3, x1 + x2 + x3 + 2x4 = 5,

x1 − x2 + x3 + 2x4 ≤ −1, x1 + x2 + 2x3 + 3x4 + x5 = 9,

3x1 + x2 − x3 − 3x4 ≤ 7, x2 + x3 + 2x4 + x5 = 6, ,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5, xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x∗ = (1, 2, 0, 0); x∗ = (3, 2, 0, 0, 4).

4.21. Doorx ögögdsön cägüüd dotor xargalzax bodlogyn ²iïd or²ix uu?

a) −2x1 + 3x2 + x3 → max, b) x1 + 5x2 − 3x3 − 5x4 → min,

3x1 + x2 + 2x3 − x4 ≤ 3, −2x1 − x2 + 4x3 + x4 ≤ 1,

x1 + x2 + x3 − 3x4 ≤ −1, x1 − x2 + x3 + 2x4 ≤ −3,

−5x1 + 2x2 − x3 + x4 ≤ −3, 3x1 + 2x2 − x3 − x4 = 5,

x1 = (1, 3, 0, 3), x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,

x2 = (0,−1, 3, 2), x1 =
(
0, 5

2
, 1

2
,−1

2

)
,

x3 = (5, 0,−6, 0); x2 = (1, 0, 0,−2),

x3 = (0, 0, 0, 1);
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w) −x1 + x3 + 7x4 → max, g) −3x2 + 4x3 − 4x4 − 6x5 → max,

5x1 + 3x2 − x3 + x4 ≤ 9, 3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 − 2x5 = 1,

−x1 + 4x2 + 2x3 + x4 ≤ 9, x1 + x2 − x3 + 3x4 − 2x5 = 0,

−2x1 − x2 + 3x3 + 2x4 ≤ −1, 4x1 − x2 + 3x3 − x4 − 7x5 = 2,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4, xj ≥ 0, j = 1, ..., 5,

x1 = (1, 1, 0, 1), x1 = (1, 1, 0, 0, 2),

x2 = (2, 0, 1, 0), x2 = (1, 0, 2, 1, 1),

x3 =
(

5
12

, 2, 0, 11
12

)
; x3 = (0, 1, 1, 0, 0).

4.22. x∗-cäg n´ xargalzax bodlogyn ²iïd baïx a parametriïn utgyg ol.

a) ax1 + x2 → max b) x1 + 3x2 → max,

2x1 + x2 ≤ 10, ax1 + x2 ≥ 4,

x1 + 2x2 ≤ 14, 2x1 − x2 ≤ 2,

4x1 + x2 ≤ 16, 3ax1 + 2x2 ≤ 8,

x∗ = (2, 6); x∗ = (0, 4);

w) −x1 + 7ax2 + 2ax3 → max, g) 4x1 − x2 + ax3 → max,

−3x1 + 2x2 − x3 ≤ 0, 5ax1 − 4x2 + x3 ≤ 1,

2x1 − x2 + 2x3 ≤ 5, 4x1 − 3x2 + 2x3 ≤ 3,

x1 + x2 + x3 = 2, 3ax1 − 2x2 + 3x3 ≤ 7,

x2 ≥ 0, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,

x∗ = (−1, 0, 3); x∗ = (0, 1, 3).

4.23. �PB-yn ²iïdüüdiïg büx oroïg tüüwärläx argaar ol.

a) x1 + x2 + x3 → max, b) x1 + x2 + 2x3 + 3x4 → min,

x1 − x2 + x3 ≤ 4, x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 12,

2x1 + x2 + x3 ≤ 3, x1 − x2 + x3 − x4 = 2,

3x1 + x2 + 2x3 ≤ 6, xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;

−x1 + 2x2 − x3 ≤ −3;

w) x1 + 2x2 − 3x3 → max, g) x1 + x2 − 4x3 + 2x4 → max,

−x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 1, −x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −4,

x1 + x2 − x3 = 0, 3x1 − x2 − x3 + 2x4 ≤ −3,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0; x1 + 5x2 + x3 + 3x4 ≤ 4,

x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

4.24. �PB-yn qanar bolon geometr baïguulaltyn argyg a²iglaj doorx bodloguudyn ²iïdiïg
ol.

a) 5x1 + 2x2 + x3 → max, b) 7x1 + 8x2 + 10x3 → max,

x1 + 2x2 − x3 ≤ 1, 3x1 − x2 + 2x3 ≤ 2,

−x1 + x2 + 3x3 ≤ 6, 2x1 + x2 − 3x3 ≤ 4,

x1 − x2 + 2x3 ≤ 4, x1 + 2x2 + 6x3 ≤ 5,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0;
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w) 13x1 + 3x2 + 4x3 → max, g) 4x1 + 5x2 + 6x3 → max,

5x1 − 2x2 + 3x3 ≤ 6, −x1 + 4x2 − 2x3 ≤ 10,

−3x1 + 4x2 + x3 ≤ 2, 3x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 9,

4x1 + x2 − 7x3 ≤ −2, 4x1 − x2 + 5x3 ≤ 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0; x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

4.25. Daraax bodloguudyn xosmog bodloguudyg zoxio.

a) 17x1 − 5x2 + x3 + x4 − 8x5 → max, b) 4x1 − 6x2 − 2x3 + 3x4 + x5 → min,

3x1 − x2 − x3 + 4x4 + 7x5 ≤ 11, x1 + 2x2 − 3x3 + x4 − 3x5 ≥ −5,

x1 − 5x2 − 5x3 + x4 + 2x5 ≥ −8, 2x1 + 3x2 + x3 + x4 + 2x5 ≥ 1,

x1 + x2 + x3 + 3x4 − x5 = 4, −2x1 − x2 − x4 − x5 ≤ 3;

x1 ≥ 0, x4 ≥ 0;

w) 3x2 − 2x3 + x4 → min, g) 4x1 + x2 + x3 + 2x4 + x5 → max,

−x1 + x3 − x4 = 5, 4x1 + x2 − x3 − x4 + x5 ≥ 9,

2x1 + x2 − 2x3 + 2x4 ≤ 7, x1 + x2 − x3 + x4 + 6x5 = 10,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4; −x1 − 3x2 + 5x3 ≤ 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

4.26. Xoslolyn onol bolon geometr argyg a²iglan daraax bodloguudyn ²iïdiïg ol.

a) 7x1 + x3 − 4x4 → max, b) x1 + x3 + x5 → max,

x1 − x2 + 2x3 − x4 ≥ 6, x1 + 2x2 + 3x3 − x4 − x5 ≤ 6,

2x1 + x2 − x3 ≥ −1, x1 − x2 − 2x3 + x4 + x5 ≤ 5,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4. xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

w) 4x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 2x5 → min, g) 6x1 + 3x2 − x3 − 2x4 → max,

−3x1 + 5x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 = 1, 3x1 + 2x2 + x3 + 4x4 ≤ 0,

−4x1 − 6x2 − x3 + x4 + 3x5 = −1, 2x1 + 2x2 − x3 − x4 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5. x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

4.27. Xosmogiïn onol, geometr arga ba xuw´sagqiïg zaïluulax argyg a²iglan daraax �PB-
yn ²iïdiïg ol.

a) 2x1 + 4x2 − x3 − x4 → max, b) −x1 + 3x2 + 31x3 + 25x4 − 4x5 → max,

−2x1 + 2x2 − x3 − x4 ≤ −2, x1 + 4x3 + 3x4 + x5 = 2,

x1 − x2 + x3 ≤ 1, x2 + x3 + x4 − x5 = 1,

3x1 + x2 + x4 = 5, x1 + x2 + 10x3 + 8x4 + x5 ≤ 5,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x4 ≥ 0; 2x1 − x2 + 9x3 + 6x4 + 5x5 ≤ 0.

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x5 ≥ 0;

w) 3x1 − 2x2 − x3 → max, g) 4x1 − 8x2 − 7x3 − 2x4 → max,

3x2 + x3 ≥ −2, −3x2 − 4x3 − x4 + 2x5 ≤ 1,

x1 + x2 ≤ 3, 4x1 + x2 + 2x3 + 5x4 − 3x5 = −4,

x1 + 2x2 + x3 ≤ −1, x1 + x2 + x3 + 2x4 − x5 = −1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.
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4.28. Daraax bodloguudyn büx ²iïdiïg ol. (Mön oroï baïx qanaryg ¶lga.)

a) 10x1 + 17x2 + 29x3 → min, b) 2x1 − 4x2 − 4x3 + 2x4 − x5 → min,

−2x1 + 5x2 + 5x3 − x4 = 1, 2x1 − x2 + x3 + 3x5 ≤ −2,

5x1 + 5x2 + 10x3 − x4 = 2, −7x1 + x2 − 2x3 + x4 − x5 ≤ −7,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4. 5x1 + 3x2 + 6x3 − 2x4 + 2x5 = 5,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x4 ≥ 0;

w) x1 + 3x2 − 4x3 − x4 → min, g) 10x1 + 2x2 + 6x3 + 5x4 → min,

4x1 + x2 − 3x3 − 3x4 = −2, 2x1 + 2x2 + 2x3 − x4 ≤ 1,

−3x1 + 2x2 − x3 + x4 ≥ −1, 5x1 + x2 + 3x3 + x4 ≥ 2,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4. xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

5 �ugaman programmqlalyn bodlogo bodox Simpleks
arga

5.1 Towq oïlgolt uxagdaxuun
�ugaman programmqlalyn bodlogyg bodox ündsän arga n´ simpleks arga µm.
Simpleks argyg �PB-yg daraax kanonik xälbärtäï bodlogod xäräglänä.

< C, x >→ max, Ax = b, x≥0 (5.1)

Üünd A∈A(m,n), b∈Rm, c∈Rn. A -matricyn rang n´ m-täï täncüü gäj üz´e. (6.1) bodlogyn
bolomjit ²iïdiïn olonlogiïg X -äär tämdägläe:

X = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0

Tägwäl teorem 4.* ësoor x ∈ X cäg n´ X olonlogiïg oroïn (öncgiïn) cäg baïx zaïl²güï
bögööd xürälcäätäï nöxcöl n´ aj(j ∈ J(x)) baïx ¶wdal µm. Ööröör xälbäl, x cägiïn äeräg
koordinatuudad xargalzax A matricyn baganuud n´ ²ugaman xamaaralgüï baïna gäsän üg
µm. Xäräw x oroï n´ ül böxöögüï bol |J(x)| = m bolox ba böxsön bol |J(x)| < m baïna.
x ∈ X cägiïn äeräg koordinatad xargalzax A matricyn baganuud bolon A matricyn duryn
²ugaman xamaaralgüï m baganyg aguulsan sistemiïg x oroïn suur´ gäj närlänä. Ööröör
xälbäl, {aj | j ∈ J}, J ⊂ {1, ..., n} sistem wektoruud Rm ogtorguïd suur´ üüsgäx ba J(x) ⊂ J

bol änä n´ x oroïn suur´ bolno.
Ögögdsön suur´ aj | j ∈ J -d xargalzax xj(j ∈ J) xuw´sagquudyg suur´ xuw´sagquud gänä. Ül
böxöx oroï x -t coryn ganc suur´ {aj | j ∈ J(x)} xargalzana. Böxsön oroïd xäd xädän suur´
xargalzaj bolox bolowq rang(A) = m nöxcöl n´ dor xa¶j näg suur´ or²ix batalgaa ögnö.
Simpleks arga n´ x0, x1, ..., xk zäräg oroïn (öncgiïn) cägüüdiïn daraallyg tädgäärt xar-
galzax suuriudyg xamt baïguuldag toocon bodox algoritm µm. Ääljit k-r iterac däär
daraax 2 nöxcliïg al´ nägiïg ²algana:

1. xk n´ (6.1) bodlogyn ²iïd
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2. (6.1) bodlogo n´ ²iïdgüï gädgiïg togtoono, äswäl daraagiïn xk+1 cägiïg baïguulna.
Xäräw xk oroï ül böxöx bol

< c, xk+1 > > < c, xk > (5.2)

nöxcöl bielägdänä.

Xäräw xk oroï böxsön bol (6.2) nöxcöl äswäl xk+1 = xk gäsän cikldäx nöxcöl bielägdänä.
Suuriudyn too tögsgölög uqraas iteraciïg cikl däx nöxclöös ürgäljlüülän güïcätgäwäl
todorxoï üïldliïn daraa (6.2) nöxcöl bielnä. Däärx üïldäl n´ tögsgölög toony iteraciïn
daraa bodlogyn ²iïd ögöx äswäl ²iïdgüï gädgiïg togtoono.

5.2 Simpleks argyn algoritm
k-r iteracd xargalzax oroï xk ba tüüniï suur´ {aj | j ∈ Jk} -ögögdsön bolog.
x = xk, J = Jk gäj tämdägläe.
A matrican baganuudyg suuriar ilärxiïl´e.

ak =
∑
j∈J

ajλjk, k = 1, ..., n, (5.3)

Üünd λjk(j ∈ J) zadargaany koefficientüüd.
∆k -ünälgääg bod³ëo:

∆k =
∑
j∈J

cjλjk − ck, k = 1, ..., n (5.4)

Duryn k ∈ J üed

λjk =

{
1, xäräw j = k

0, xäräw j ∈ J | {k} (5.5)

ba ∆k = 0 bielnä.
λjk, ∆k (j ∈ J, k /∈ J) parametryn tämdgüüdääs xamaaran doorx nöxclüüdiïn al´ näg n´
ürgälj bielnä.

(A) Duryn k /∈ J üed ∆k ≥ 0.

(B) ∃s /∈ J : ∆s < 0 ba λjs ≤ 0,∀j ∈ J

(C) ∃s /∈ J, ∃j ∈ J : ∆s < 0 ba λjs > 0,

Teorem 6.1 (Onowqtoï baïx nöxcöl) Xäräw A nöxcöl bielägdwäl x-n´ (6.1) bodlogyn
²iïd bolno. Xosmog bodlogyn ²iïd y-g

< y, aj >= cj, j ∈ J

nöxclöös olno.
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Teorem 6.2 (�iïd ül or²in baïx) Xäräw (B) nöxcöl bielägdwäl (6.1) bodlogo ²iïdgüï.
Odoo (C) nöxcöl bielägdäj baïna gäj üz´e. s nomer todorxoïlno.

α = min
j∈J,λjs>0

xj

λjs

(5.6)

α =
xr

λrs

, r ∈ J, λrs > 0 (5.7)

J ′ indeksiïn dugaar todorxoïlno:

J ′ = (J | {r}) ∪ {s} (5.8)

x′ ∈ Rn cägiïg baïguulna:

x′j =





xj − αλjs, xäräw j ∈ J | {r},
α, xäräw j = s,
0, xäräw j /∈ J ′.

(5.9)

Teorem 6.3 (�inä oroï ²iljix) x′ cäg n´ {aj | j ∈ J ′} suur´taï X olonlogiïn oroïn
cäg bolox ba

< c, x′ > = < c, x > −α∆s (5.10)

Simpleks argyn iteraciïn üïldliïg xk+1 = x′, Jk+1 = J ′ gäj üzääd daxin ürgäljlüülnä.
Änä üed ar bagana suurias garq, as bagana suur´t orno. λrs-älementiïg qiglüülägq äle-
ment gäj närlänä. Xäräw α = 0 bol x′ = x bolj cikldäx toxioldol garax tul üünääs
zaïlsxiïxiïn tuld daraax dürmiïg xäräglänä.

Teorem 6.4 (Ciklääs garax Bländiïn düräm) (C) nöxcöl bielägdäj baïgaa üed s ba r-
g s = min{k /∈ J | ∆k < 0}, r = {j ∈ J | λjs > 0,

xj

λjs
= α} gäj awbal cikldäx process

bolomjgüï bolno.
A matricyn baganuudyg x′ = xk+1 oroïn {aj | j ∈ Jk+1 = J ′} suuriar zadalna:

ak =
∑

j∈J ajλ′jk =
∑

j∈J |{r} ajλ′jk + asλ′sk, k = 1, ..., n

�inä ünälgääg bodwol:

∆′
k =

∑
j∈J ′ cjλ

′
jk − ck, k = 1, ..., n.

(λjk, ∆k) ba (λ′jk, ∆
′
k) parametrüüdiïn xolboo daraax tom³ëogoor ilärxiïlägdänä.

λ′jk =

{
λjk − λjs

λrs
λrk, xäräw j ∈ J | {r},

λrk

λrs
, xäräw j = s.

(5.11)

∆′
k = ∆k − ∆s

λrs

λrk (5.12)

43



5.3 Simpleks xüsnägt
Simpleks argyn iteraciïg güïcätgäxdää x¶lbarqlan simpleks xüsnägtiïg a²iglana. Üüniï
tuld x oroï ba tüüniï suur´ {aj | j ∈ J} -g doorx (m + 1)× (n + 1) xüsnägtäd baïrluulna.

Xüsnägt 6.1
a1 . . . ak . . . as . . . an b

a1

...
...

...
...

...
...

aj λj1 . . . λjk . . . λjs . . . λjn xj

...
...

...
...

...
...

ar λr1 . . . λrk . . . λrs . . . λrn xr

...
...

...
...

...
...

∆ ∆1 . . . ∆k . . . ∆s . . . ∆n <c,x>

λjk, xj, ∆jk(j ∈ J, k = 1, ..., n), < c, x > parametrüüdiïg xüsnägt 6.1-t baïrluulsny daraa
²injilgää xiïnä. Xäräw (A) ba (B) nöxclüüd bielägdwäl iteraciïg zogsoono. Xäräw (C)

nöxcöl bielägdwäl {aj | j ∈ J ′} suur´taï x′ cägt xargalzax xüsnägt 6.2-g baïguulna.

Xüsnägt 6.2
a1 . . . ak . . . as . . . an b′

a1

...
...

...
...

...
...

aj λj1 . . . λjk . . . λjs . . . λjn x′j
...

...
...

...
...

...
as → as λ′s1 . . . λ′sk . . . 1 . . . λ′sn x′s

...
...

...
...

...
...

∆ ∆′
1 . . . ∆′

k . . . ∆′
s . . . ∆′

n <c,x’>

b baganad b baganyg {aj | j ∈ J} suuriar zadalsan zadargaany koäfficientüüdiïg baïr-
luulaw. Ööröör xälbäl,

b = Ax =
∑

j∈J ajxj.

xüsnägt 6.1(T) -ääs �PB-yg simpleks argyn daraagiïn xüsnägt 6.2(T)-g gargaxdaa daraax
dürmiïg mördönö.

1. T ′ xüsnägtiïn aj möriïg j ∈ J | {r} üed gargaj awaxdaa ar möriïg λjs

λrs
-äär ürjüülj,

T xüsnägtiïn aj -mörnöös xasna.

2. T ′ xüsnägtiïn as möriïg gargax awaxda T xüsnägtiïn ar möriïg λrs älementäd xuwaana.

3. T ′ xüsnägtiïn ∆ möriïg gargaj awaxdaa T xüsnägtiïn ar möriïg ∆s

λrs
-äär ürjüülj ∆

mörnöös xasna. Üüniï daraa T ′ xüsnägtiïn xuw´d xargalzax ²injilgääg güïcätgänä.
Xäräw (C) nöxcöl bielägdwäl daraagiïn simpleks xüsnägtänd ²iljinä.
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4. Anxny oroïn cägiïg baïguulax.
Simpleks argyg bid taïlbarlaxdaa anxny oroïn cäg xo ∈ X ba tüüniï suuriïg mädägdäj
baïna gäj üzsän.
Zarim toxioldold anxny oroïn cägiïg ²uud olj bolno. Ji²äälbäl,

< c, x >→ max,
Ax ≤ b, x ≥ 0,

Üünd A ∈ A(m,n), b ∈ Rm, c ∈ Rn, b ≥ 0

Simpleks argyg xärägläxiïn tuld äxlääd änä bodlogyg kanonik xälbärt ²iljüülnä.

< c, x >→ max, Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 (5.13)

(6.13) bodlogyn bolomjit ²iïdiïn olonlogiïg Z-äär tämdägläwäl:

Z = {z = (x, u) ∈ Rn
+ ×Rm

+ | ∑n
j=1 ajxj +

∑m
i=1 eiui = b},

Üünd ei-n´ Rm ogtorguïn i-r ort (i = 1, ..., m). Z = (0, b) cäg n´ Z olonlogiïn oroïn
cäg bögööd xargalzax suur´ n´ {e1, ..., em} bolno. Iïmd Z cägääs äxlän simpleks argyn
iteraciïg xärägjüülnä.
Odoo anxny oroïn cäg baïguulax erönxiï arga bolox zoxiomol suuriïn argataï tanil-
c³¶. (6.1) bodlogyn xuw´d b ≥ 0 gäj üz´e. Daraax tuslax qanaryn bodlogo awq üz´e.

m∑
i=1

Ui → min, (5.14)

Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0

(6.13) ba (6.14) bodlogyn bolomjit ²iïdiïn olonloguud dawxcana. (6.14) bodlogyn
xuw´d Z = (0, b) oroïn cägääs äxlän simpleks argyg xäräglänä. Tägwäl

(a) (6.14) bodlogyn Zo = (xo, uo) gäsän ²iïd n´ Z olonlogiïn oroïn cäg baïx.

(b) Zo cägiïn suur´ {aj | j ∈ J} ∪ {ei | i ∈ I} baïna.
|J |+ |I| = m

(c) A matricyn baganuudyg suuriar zadalna:

ak =
∑
j∈J

ajλjk +
∑
i∈I

eiµik, k = 1, ..., n (5.15)

Daraax toxioldluudyn al´ näg n´ bielnä.

A) u0 6= 0. Änä üed X = ∅ baïna.
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B) u0 = 0. Änä üed daraax toxioldlyg awq üznä.
b1. I = ∅. Tägwäl {aj | j ∈ J} n´ xo cägiïn suur´ bolno. (6.15) tom³ëo (6.13)-
täï dawxcana. (6.1) bodlogyn xo gäsän anxny oroïn cägääs äxlän simpleks argaar
bodno.
b2. I 6= ∅ ba µrs 6= 0, r ∈ I, s /∈ J bolog. Tägwäl {aj | j ∈ J ′} ∪ {ei | i ∈ I ′}
n´ mön Zo = (xo, 0) cägiïn suur´ bolno. Üünd J ′ = J ∪ {S}, I ′ = I\{r}. A ma-
tricyn baganuudyg änä suuriar zadlax zadargaany koefficientüüdiïg (6.11)-täï
tösöötäïgäär zadalna. Xäräw ²inäär üüssän suuriïn xuw´d daxin b2) nöxcöl daxin
bielbäl iteraciïg caa²id ürgäljlüülän güïcätgäj tögsgölög alxmyn daraa b1)
äswäl b3) toxioldolruu ²iljinä.
b3. I 6= ∅ ba µik = 0, ∀i ∈ I, k = 1, ..., n baïg. (6.15) tom³ëo daraax xälbärtäï
bolno.

ak =
∑
j∈J

ajλjk, k = 1, ..., n (5.16)

{aj | j ∈ J} sistem n´ Rm -iïn suur´ bolj qadaxgüï. Uqir n´ |J | < m. Ī =

{1, 2, ..., m}\I. Ā matric n´ ai(i ∈ Ī) mörüüdtäï ba āj n´ Ā matricyn j-r bagana
(j = 1, ..., n), b̄ wektor n´ bi(i ∈ Ī) koordinattaï.
Daraax nöxcöl bielägdänä.

1) rang(Ā) = |Ī|
2) Ax = b sistem n´ Āx = b̄ sistemtäï täncüü qanartaï ba (6.1) bodlogond <

ai, x >= bi, i ∈ I zaaglal ilüü bögööd üüniïg orxij bolno.
3) {āj | j ∈ J} n´ xo ∈ X cägiïn suur´ bolno.

Üünd X = {x ∈ Rn | Āx = b̄, x ≥ 0}.

(6.16) täncätgäliïn zöwxön i ∈ Ī koordinatuudyg awq üzwäl Ā matrican baganuudyg
änä suur´ dax´ zadargaa garna. Iïmd zoxiomol suuriïn arga n´ (6.1) �PB -g bodox
tödiïgüï Ax = b sistemääs ²ugaman xamaaraltaï ilüü täg²itgälüüdiïg zaïluulj
täncüü qanartaï �PB -ruu ²iljüülj baïna.

6 Tääwriïn bodlogo

6.1 Bodlogyn tawil
ai ≥ 0, i = 1, ..., m nööc büxiï m niïlüülägq Ai baïguullagaas bj ≥ 0, j = 1, ..., n ärält
büxiï n xäräglägq baïguullaga Bj-d nägän törliïn bütäägdäxüün tääwärläx ²aardlagataï.
i-r cägääs j-r cägt xürgäx nägj aqaany tääwärlältiïn ünä cij bol niït zardlyg xamgiïn
baga baïlgax bodlogo n´ tääwriïn bodlogo µm.
Matematik zagwar(tääwriïn tawil)
Z =

∑
cijxij → min

Zaaglal:
∑

xij = ai, i = 1, ..., m
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∑
xij = bj, j = 1, ..., n

xij ≥ 0, ∀i, j.

• X = (xij) n´ mxn xämjääst matric bögööd älementüüd n´ Ai-ääs Bj-rüü tääwärläx
bütäägdäxüüniï too xämjäänääs togtono. Xäräw X-n´ bodlogyn zaaglalyg xangaj baï-
gaa bol üüniïg bolomjit ²iïd (tääwriïn tölöwlögöö) gäj närlänä.

• Tääwriïn bodlogo ²iïdtäï baïx zaïl²güï ba xürälcäätäï nöxcöl n´:∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj

ärält niïlüülält täncüü baïx ¶wdal µm.

• Ärämblägdsän olonlog {(ik, jk)}2l
k=1 -iïn xuw´d

ik+1 = ik, k = 1, 3, ..., 2l − 1 üed
jk+1 = jk, k = 2, 4, ..., 2l − 2, j2l = j1 üed
nöxcöl bielägdäj baïwal üüniïg cikl gäj närlänä.

• Xäräw J+(X) = {(i, j) | xij > 0} indeksiïn olonlogiïg nämj gargaj awsan olonlog
Js(X) n´ cikliïg aguulaagüï bögööd m+n−1 älementääs togtson bol bolomjit ²iïd
X n´ suur´ ²iïd bolno.

Tääwriïn bodlogyn algoritm. X gäsän suur´ ²iïdnääs äxälnä.

1. ui + vj = cij, ∀(i, j) ∈ Js(X) baïxaar ui, i = 1, ...,m ba vj, j = 1, ..., n toonuudyg olno.
Xäräw wij = cij − ui − vj ≥ 0, i = 1, ..., m; j = 1, ..., n bol X n´ onowqtoï ²iïd.

2. wpq < 0 baïxaar (p,q)-g olno. i1, j1 := (p, q)-ääs äxlän Js(X) ∪ {(p, q)} olonlogiïn Z

cikliïg olno.

3. �inä bolomjit cäg X-iïg daraax dürmäär todorxoïlno.
xij := xij + (−1)k+1xrs, (i, j) ∈ Z

xrs := min{xikjk
| (ik, jk) ∈ Z, k = 2, 4, ..., 2l}

Indeksiïn olonlog
Js(x) := Js(x) ∪ {(p, q)} | {(r, s)}
däär todorxoïlogdson X ²iïd n´ suur´ ²iïd bolno. 1-r alxam ruu ²iljix.

Tääwriïn algoritmyn xüsnägtän xälbär
Tääwriïn bodlogyn algoritmyg doorx xüsnägtänd xij ∈ X, (i, j) ∈ Js(X), wij, (i, j) /∈ Js(X)

xuw´sagquudyg baïrluulax zamaar ilärxiïlj bolno. Xüsnägtänd oroogüï üldsän xuw´sagqid
bolox xij, (i, j) /∈ Js(X) ba wij, (i, j) ∈ Js(X)-uudyn utguudyg täg gäj üznä. Cikliïg daraax
ji²äänd täg² öncögtöör xaruulaw.

Xüsnägt

ui, vj, wij utguudyg oloxdoo u1 = 0 gäj üzän daraax nüdnüüdiïg a²iglana.
v2 = c12(w12 = 0 uqir), vq = c1q(w1q = 0 uqir), u2 = c2q−vq(w2q = 0 uqir), vm = c2m−u2(w2m =
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0 uqir), up = .., v1 = .., um = ... gäx mät.
Ji²äälbäl, däärx xüsnägtänd wpq < 0 ba xp2 ≤ x1q (xrs = xp2) baïg. Daraax xüsnägtänd
doorx argaar bodno.

Xüsnägt

Xüsnägtiïn utguudyg olno:
x̄p2 = 0, x̄pq = xp2, x̄12 = x12 + xp2, x̄1q = x1q − xp2.

ū1, v̄j, w̄ij-g oloxdoo däärxtäï ijil zarqmaar ū1 = 0 gäj üzääd olno.

Anxny suur´ ²iïd olox düräm
Züün dääd öncgiïn arga
Züün dääd öncögt xamgiïn ix bolomjit bütäägdäxüüniï toog baïrluulna. Ärält ba niïlüülält
n´ täncsän xooson bolson näg niïlüülägq äswäl näg xäräglägq baïguullagyg zaïluulj üïldliïg
dawtana. Zöwxön xamgiïn süüliïn alxamd xäräglägq ba niïlüülägq xoëulang xüsnägtääs za-
ïluulna.
Xamgiïn baga örtgiïn arga
Xamgiïn ix bolomjit bütäägdäxüüniïxämjääg xamgiïn baga örtögtäï nüdänd baïrluulna.
Ärält ba niïlüülält n´ täncsän xooson bolson nüdtäï näg niïlüülägq buµu xäräglägqiïg
zaïluulna. Süüliïn alxam däär niïlüülägq ba xäräglägq xoëulang zaïluulna.
Fageliïn arga
Mör buµu bagana tus büriïn xuw´d xamgiïn ix ünä ba xamgiïn baga üniïn ¶lgawryg olno.
Xamgiïn ix ¶lgawar xargalzaj buï mör buµu bagana xamgiïn baga zardaltaï nüdänd bütäägdäxüüniï
xamgiïn ix xämjääg baïrluulna. Ärält ba niïlüülält n´ täncsän xooson nüdtäï niïlüülägq
äswäl xäräglägqiïg zaïluulna. �lgawryg daxin ²inäqlän bodox zamaar üïldliïg dawtana.
Zöwxön süüliïn alxam däär niïlüülägq ba xäräglägq xoëulang zaïluulna.

Tääwriïn bodlogo
Daraax bodloguudyg potencial argaar bod.

6.1.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 1 2 4 1 50
A2 2 3 1 5 30
A3 3 2 4 4 10

Xärägcää 30 30 10 20 90

6.2.

48



B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 1 7 9 5 120
A2 4 2 6 8 280
A3 3 8 1 2 160

Xärägcää 130 220 60 70

6.3.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 2 3 4 3 90
A2 5 3 1 2 30
A3 2 1 4 2 40

Xärägcää 70 30 20 40

6.4.

B1 B2 Nööc
A1 1 2 40
A2 3 2 30
A3 1 4 30

Xärägcää 30 70 100

6.5.

B1 B2 B3 Nööc
A1 1 2 4 90
A2 1 3 4 30
A3 2 2 3 40

Xärägcää 50 60 10 120

6.6.

B1 B2 Nööc
A1 1 2 10
A2 3 4 20

Xärägcää 25 15

6.7.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 1 3 2 6 20
A2 2 5 3 5 30
A3 4 2 4 1 40

Xärägcää 15 25 20 30

6.8.
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B1 B2 B3 B4 B5 B6 Nööc
A1 4 5 2 4 3 1 60
A2 3 1 3 5 2 6 80
A3 2 7 6 1 6 3 60

Xärägcää 20 20 35 25 40 60

6.9.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 2 4 5 3 7 100
A2 3 3 1 4 2 200
A3 1 4 3 6 4 300

Xärägcää 100 50 110 190 150

6.10.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 3 1 5 4 80
A2 1 3 5 6 100
A3 2 1 3 6 50
A4 9 3 8 1 60

Xärägcää 100 40 90 70

6.11.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 3 1 5 4 80
A2 2 4 6 7 110
A3 4 3 5 8 50
A4 9 3 8 1 60

Xärägcää 100 40 90 70

6.12.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 5 1 3 4 100
A2 3 6 1 2 120
A3 1 4 7 3 80
A4 2 3 2 4 200

Xärägcää 130 60 95 215

6.13.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 2 1 4 3 90
A2 5 7 6 5 30
A3 4 3 2 3 40

Xärägcää 60 30 20 40
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6.14.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 1 4 2 1 40
A2 2 5 4 3 30
A3 3 1 3 2 20

Xärägcää 20 30 40 10

6.15.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 2 3 1 3 80
A2 3 4 1 5 110
A3 4 1 2 1 95

Xärägcää 50 60 90 70

6.16.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 4 2 1 1 100
A2 5 4 3 2 50
A3 1 3 2 3 150

Xärägcää 80 60 100 70

6.17.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 2 1 3 5 4 40
A2 1 2 7 3 6 30
A3 5 3 2 4 1 10
A4 3 6 1 4 5 20

Xärägcää 15 20 10 35 20

6.18.

B1 B2 B3 B4 Nööc
A1 1 3 2 3 12
A2 4 5 3 4 7
A3 2 7 1 2 23
A4 1 6 2 4 8

Xärägcää 10 15 18 7

6.19.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 3 1 2 4 3 50
A2 5 1 3 2 6 90
A3 2 3 4 1 1 65
A4 6 2 5 3 2 75

Xärägcää 100 30 70 30 50
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6.20.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 1 3 5 6 8 10
A2 3 4 3 7 3 20
A3 5 2 1 8 2 15
A4 1 3 2 5 4 15

Xärägcää 10 10 20 12 8

6.21.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 3 5 6 4 3 50
A2 3 4 3 5 4 40
A3 6 4 2 7 9 100
A4 7 6 2 6 7 100

Xärägcää 50 40 100 70 30

6.22.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 2 4 1 3 5 100
A2 7 3 9 4 1 290
A3 10 15 14 8 4 250
A4 9 13 12 11 7 150

Xärägcää 150 250 200 100 90

6.23.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 16 30 17 10 16 40
A2 30 27 26 9 23 60
A3 13 4 22 3 1 100
A4 3 1 5 4 24 100

Xärägcää 70 70 70 70 20

6.24.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 15 1 22 19 1 200
A2 21 18 11 4 3 200
A3 26 29 23 26 24 200
A4 21 10 3 19 27 200

Xärägcää 190 190 190 190 40

6.25.
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B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 30 2 5 6 15 160
A2 5 29 9 5 7 150
A3 16 24 14 6 26 140
A4 13 28 4 25 8 150

Xärägcää 60 60 130 120 150

6.26.

B1 B2 B3 B4 B5 Nööc
A1 25 28 20 25 7 160
A2 27 5 11 23 10 120
A3 1 25 14 16 16 140
A4 8 6 4 16 18 180

Xärägcää 15 20 10 35 20

7 Gradientiïn arguud
Daraax nöxcölt bi² äkstremumyn bodlogo awq üz´e.

f(x) → min, x ∈ Rn, (7.1)

Üünd f : Rn → R n´ tasraltgüï tuxaïn ulamjlaluudtaï funkc. f ′(x) - funkciïn gradient

f ′(x) =

(
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, ... ,
∂f

∂xn

)
(7.2)

(7.1) bodlogyn orqim minimuman cäg x∗-g olox zorilgo taw³¶a. f(x∗) = minx∈Rn f(x).

7.1 Gradientiïn argyn algoritm
Alxam 1. xk, ε > 0, α0 ögögdsön. k = 0

Alxam 2. f ′(xk)-g bodno.

Alxam 3. Xäräw ‖f ′(xk)‖ < ε bol iteraciïg zogsooj, x∗ = xk gäj üznä.

Alxam 4. Alxam α = α0-g ögnö.

Alxam 5. xk(α) = xk − αf ′(xk) cäg baïguulna.

Alxam 6. Xäräw f(xk(α)) < f(xk) (äswäl f(xk+1) − f(xk) < −ε‖f ′(xk)‖2) bol αk = α ba
xk+1 = xk(αk), k := k + 1 gäj üzääd "alxam 2"-ruu ²iljix

Alxam 7. α := α
2

gäj üzääd "alxam 5"-ruu ²iljix
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Teorem 7.1 f : Rn → R funkc Rn däär dooroosoo zaaglagdsan ba gradient n´ Li... nöx-
cliïg xangadag bolog. Ööröör xälbäl,
‖f ′(x)− f ′(y)‖ ≤ L‖x− y‖, ∀x, y ∈ Rn, L > 0.
Tägwäl duryn anxny döxöltiïn cäg xo ∈ Rn-ääs äxälj gradientiïn argaar baïguulsan
xk daraallyn xuw´d
limk→∞ ‖f ′(xk)‖ bielägdänä.

Teorem 7.2 Xäräw "Teorem 7.1"-yn nöxcöl däär nämält f(x) funkc güdgär bol gradientiïn
argaar baïguulsan xk daraalal n´ (7.1) bodlogyn bagasgagq daraalal bolno. Ööröör
xälbäl,
limk→∞ f(xk) = minx∈Rn f(x)

Sanamj. Xäräw gradientiïn argyn algoritmyn Alxam 6 -däär αk-g
f(xk(αk) = min0<α< f(xk(α)))

nöxclöös songowol änä algortm ärs buuraltyn argyn algoritm bolno.

7.2 Fletqer - Riwegiïn argyn algoritm
{xk} daraallyg daraax dürmäär baïguulna.

do = −f ′(xo) (7.3)

βk−1 =
‖f ′(xk)‖2

‖f ′(xk−1)‖2
(7.4)

dk = −f ′(xk) + βk−1d
k−1 (7.5)

f(xk + αkd
k) = min

α>0
f(xk + αdk) (7.6)

xk+1 = xk + αkd
k (7.7)

Däärx iteraciïg zogsoox nöxcöl n´:
‖f ′(xk)‖ ≤ δ (δ > 0 ögögdsön nariïwqlal)
Bodloguud.
Gradientiïn (ärs buuraltyn arga) bolon Fletqer Riwsiïn argaar daraax bodloguudyg
ögögdsön anxny döxöltiïn cäg xo-ääs äxälj bod.

7.1. f(x) = x3
1 − x1x2 + x2

2 − 2x1 + 3x2 − 4 → min, xo = (0, 0)

7.2. f(x) = (x2 − x2
1)

2 + (1− x1)
2 → min, xo = (0, 0)

7.3. f(x) = [(x2 + 1)2 + x2
1][x

2
1 + (x2 − 1)2] → min, xo = (0, 0)

7.4. f(x) = (x2
2 + x2

1 − 1)2 + (x1 + x2 − 1)2 → min, xo = (0, 1)

7.5. f(x) = −x2
1 exp[1− x2

1 − 20.75(x1 − x2)
2] → min, xo = (0.1, 0.5)

7.6. f(x) = −x1x2 exp[−(x1 + x2)] → min, xo = (0, 1)

54



7.7. f(x) = 4(x1 − 5)2 + (x2 − 6)2 → min, xo = (8, 9)

7.8. f(x) = (x2
1 + x2 − 11)2 + (x1 + x2

2 − 7)2 → min, xo = (0, 0)

7.9. f(x) = 2x2
1 + x1x2 + x2

2 → min, xo = (0.5, 1)

Kwadratlag funkciïn xuw´d ärs buuraltyn argyg x¶lbar baïdlaar xärägjüülj bolno.

f(x) =
1

2
< Ax, x > − < b, x > (7.8)

Üünd A-n´ (n× n) xämjääst täg² xämtäï äeräg todorxoïlogdson matric, b, x ∈ Rn.
f ′(x) = Ax− b tul
αk = <Axk−b, Axk−b>

<A(Axk−b), Axk−b>

Daraax bodloguudyg ärs buuraltyn argaar ögögdsön cägääs äxlän ögögdsön nariïwqlaltaï-
gar bod.
f(x) = 1

2
< Ax, x > − < b, x >→ min, x ∈ Rn.

7.10. A =




4 2 1

2 6 1

1 1 8


 , b =




2

3

1


 , xo =




1/3

1/5

1/10


 , ε = 0.01

7.11. A =




4 1 1

1 4 1

1 1 4


 , b =




2

3

4


 , xo =




0

1/2

1


 , ε = 0.001

7.12. A =




4 3 2 1

3 4 3 2

2 3 4 3

1 2 3 4


 , b =




4

5

6

2


 , xo =




1

1

1

1


 , ε = 0.001

7.3 Nöxcölt äkstremumyn bodlogyn toon arguud
�ugaman bi² programmqlalyn daraax bodlogo awq üz´e.

f(x) → min, x ∈ X ⊂ Rn (7.9)

X = {x | gj(x) ≤ 0, j = 1, ..., m},
x = (x1, x2, ..., xn)

f, gj, j = 1, ..., m funkcüüd 2 daxin tasraltgüï diffrencialqlagdana.

7.3.1 Torguuliïn funkciïn arga

Änä argyn gol sanaa n´ (7.8) bodlogyg bodoxdoo torguuliïn funkciïn tuslamjtaïgaar
daraalsan nöxcölt bi² äkstremumyn bodlogo bodox ¶wdal µm. Tuslax funkciïg daraax
xälbäräär zoxiono.
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F (x, rk) = f(x) + P (x, rk)

Üünd P (x, rk) torguuliïn funkc, rk ≥ 0 -torguuliïn parametr. Torguuliïn funkc doorx
xälbärtäï baïj bolno.

• P (x, rk) = −rk ·∑m
j=1

1
gj(x)

• P (x, rk) = −rk ·∑n
j=1 ln[−gj(x)]

Alxam 1. xk ∈ X, rk > 0, C > 1, ε > 0, k = 0 ögögdönö.

Alxam 2. Tuslax qanaryn funkc F (x, rk)-g zoxiono. F (x, rk) = f(x)− rk ·∑m
j=1

1
gj(x)

(äswäl
F (x, rk) = f(x)− rk ·∑m

j=1 ln[−gj(x)])

Alxam 3. F (x, rk) → min, x ∈ Rn bodlogo bodoj x∗(r∗) ²injiïg olno. F (x∗(r∗), rk) =

minx∈Rn F (x, rk)

Alxam 4. P (x∗(r∗)) utgyg olno.

Alxam 5. Xäräw |P (x∗(r∗), rk)| ≤ ε bol iteraciïg zogsoono. x∗ = x∗(rk) ²iïd bolno.

Alxam 6. Äsräg toxioldold rk+1 = rk

C
, xk+1 = x∗(rk), k := k + 1 "Alxam 2"-ruu ²iljinä.

Teorem 7.3 f(x), gj(x), j = 1, ..., m funkcüüd güdgär bögööd tögsgölög bolog. (7.8) bod-
logyn ²injüüdiïn olonlog X∗ zaaglagdsan ba xooson bi², tüünqlän gj(x

o) < 0, j =

1, ...,m baïx xo ∈ X cäg or²ino. Tägwäl torguuliïn funkciïn argaar baïguulsan
{x(rk)}∞k=0 daraallyn büx x¶zgaaryn cägüüd n´ X∗-d xar³¶alagdana. Ööröör xälbäl,
limi→∞ x(rki) = x̄, x̄ ∈ X∗

Torguuliïn funkciïn argyg matematik programmqlalyn erönxiï bodlogod xärägläj
bolno.

f(x) → min, x ∈ X ⊂ Rn (7.10)

X = {x | gj(x) = 0, j = 1, ...,m; gj(x) ≤ 0, j = m + 1, ..., p; m < n}
Tuslax qanaryn funkc F (x, rk)-g daraax xälbärtäï zoxiono.
F (x, rk) = f(x) + 1

2rk

∑m
j=1 g2

j (x)− rk
∑p

j=m+1
1

gj(x)

äswäl
F (x, rk) = f(x) + 1

2rk

∑m
j=1 g2

j (x)− rk
∑p

j=m+1 ln[−gj(x)]

Daraax bodloguudyg ögögdsön anxny cägääs äxlän torguuliïn funkciïn argaar bod.

7.13. f(x) = x2
1 + x2

2 → min,

−5x1 + 4x2 ≤ 0,
x1 − 2x2 ≤ 0,
−x1 − 4x2 + 3 ≤ 0,
xo = (2/5; 3/5).
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7.14. x2
1 + x2

2 − 2x1 → min,
x1 − 2x2 − 2 ≤ 0,
−2x1 + x2 ≤ 0,
−x1 − 4x2 + 4 ≤ 0, xo = (2/5; 9/10)

7.15. x2
1 + x2

2 − x1x2 − 3
4
x2 → min,

−x1 − x2 + 1 ≤ 0,
x1 − 2x2 ≤ 0,
−2x1 + x2 ≤ 0,
xo = (1/4; 7/12)

7.16. x2
1 + 2x2

2 → min,
−x1 − x2 + 3

2
≤ 0,

x1 − 2x2 + 1 ≤ 0,
−2x1 + x2 ≤ 0,
xo = (7/12; 3/4)

Daraax bodloguudyg ögögdsön anxny cägääs äxlän torguuliïn funkciïn argaar bod.

7.17. x1 − 2x2
2 + 4x2 → max,

−3x1 − 2x2 = 6

7.18. −4x2
1 − 8x1 + x2 + 3 → max,

−x1 − x2 = 2

7.19. 1
3
(x1 + 1)3 + x2 → min,

x1 − 1 ≥ 0, x2 ≥ 0

7.20. 4
x1

+ 9
x2

+ x1 + x2 → min,
x1 + x2 ≤ 6,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

7.21. 4x2
1 + 4x1 + x2

2 − 8x2 + 5 → min,
2x1 − x2 = 6

7.22. −8x2
1 + 4x1 − x2

2 + 12x2 − 7 → max,
2x1 + 3x2 = −6

7.23. (x1 + 4)2 + (x2 − 4)2 → min,
2x1 − x2 ≤ 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

7.24. ln x1 − x2 → min,
1− x1 ≤ 0,
x2

1 + x2
2 − 4 = 0
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7.3.2 Bolomjit qigläliïn arga

f(x) → min, x ∈ X ⊂ Rn (7.11)

X = {x | gj(x) ≤ 0, j = 1, ..., m}
{xk} daraallyg daraax dürmäär baïguulna.

xk+1 = xk + tkh
k, k = 0, 1, ..., (7.12)

xk ∈ X, Jk = {j | −εk < gj(x
k) ≤ 0} (7.13)

tk ≤ 0 n´ doorx bodlogyn ²iïd:

f(xk + tkh
k) → min, (7.14)

gj(x
k + tkh

k) ≤ 0, j = 1, ...,m (7.15)

tk = min{t∗k, t∗∗k }, t∗k ≥ 0, t∗∗k ≥ 0 (7.16)

t∗k, t∗∗k n´ daraax nöxcliïg xangana:

f(xk + t∗kh
k) = mintk≥0 f(xk + tkh

k)

t∗∗k = min{tjk}, gj(x
k + tkh

k) = 0, tk ≥ 0

hk wektor n´ ²ugaman programmqlalyn bodlogyn ²iïd bolno.

z → min (7.17)

< f ′(xk), hk > ≤ Z,
< g′j(x

k), hk > ≤ Z, j ∈ Jk

‖hk
i ‖ ≤ 1, i = 1, ..., n Bolomjit qigläliïn argaar daraax bodloguudyg ol.

7.25. 3x2
1 + 4x1x2 + 5x2

2 → min,
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≥ 4

7.26. (x1 − 4)2 + (x2 − 2)2 → min,
x1 + x2 ≤ 3, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + 2x2 ≤ 4

7.27. −x1 − x2 → min,
x2

1 + x2
2 ≤ 25

7.28. 2x2
1 + x2

2 − x1x2 − x1 → min,
−x1 + 2x2 − 1 ≤ 0

−x1 − x2 + 1 ≤ 0

7.29. x2
1 + x2

2 − 2x2 → min,
2x1 − x2 + 1 ≤ 0, −2x1 − x2 + 2 ≤ 0
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7.30. x2
1 + 3x2

2 − x1 + 2x2 → min,
x1 − 4x2 ≤ 0, −2x1 + x2 + 1 ≤ 0

7.31. x2
1 + 2x2

2 − 4x1 → min,
x2

1 − x2 ≤ 0, −x1 − 5x2 + 4 ≤ 0

Dasgal

7.1.

Daraax bodlogyn xuw´d xo cäg n´ al´ nöxcliïg xangaxyg ²alga. Üünd: A. xo ²iïd bolno.
B. Bodlogo ²iïdgüï. C. xo cägiïg bodwol ix utga olgodog oroï or²ino.
a)

−2x1 + 5x2 − 7x3 + ax4 + 3x5 → max,

3x1 + x2 + 2x3 + bx4 + 4x5 = 15,

−x1 + cx2 − x3 + 2x4 − x5 = −4,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (1, 0, 0, 0, 3) :

Xüsnägt 4.28a
a b c a b c a b c a b c

1 1 -1 1 6 1 -7 2 11 2 -5 -2 16 3 -1 -1
2 0 -7 1 7 2 -1 -1 12 -1 -6 -3 17 -2 -8 1
3 2 -1 1 8 1 2 1 13 1 -5 2 18 -1 -6 3
4 1 -1 -1 9 5 -6 1 14 6 -7 3 19 3 -5 -2
5 1 -5 -2 10 3 -1 1 15 2 -5 2 20 7 -6 2

b)
x1 + x2 + x3 − 3x4 + x5 → max,

x1 + ax2 + x3 − 3x4 + 4x5 = 3,

x1 − bx2 − x3 + cx4 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (2, 0, 1, 0, 0) :

Xüsnägt 4.28b
a b c a b c a b c a b c

1 -1 5 2 6 0 2 3 11 2 1 -3 16 -2 1 2
2 0 1 2 7 -2 -1 1 12 -3 -2 1 17 2 3 1
3 -1 0 -3 8 -6 2 3 13 0 2 -3 18 -1 3 -5
4 6 1 -2 9 2 -1 3 14 -1 2 1 19 2 1 5
5 4 2 3 10 -4 1 -4 15 -5 3 -3 20 3 -4 1
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w)
x1 − 3x2 + x3 + x4 + x5 → max,

2x1 + 3x2 + ax3 + 7x4 + 9x5 = b,

x1 − x2 + x4 + cx5 = 2,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (0, 0, (b− 14)/a, 2, 0) :

Xüsnägt 4.28w.
a b c a b c a b c a b c

1 -1 5 2 6 -7 12 6 11 -2 8 2 16 -6 8 2
2 -6 12 3 7 -6 10 3 12 -8 12 3 17 4 19 1
3 2 18 3 8 2 15 2 13 -3 10 6 18 -1 12 3
4 -4 10 5 9 3 19 1 14 -7 8 2 19 -2 5 2
5 -3 8 4 10 1 19 3 15 3 15 4 20 5 16 2

7.2.

x∗ = (1, 2, 0, 1, 0) cäg n´ daraax bodlogyn ²iïd baïx k parametriïn büx utgyg ol.

3x1 + ax2 + kx3 − 5x4 − 2kx5 → max,

−x1 + x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 0,

3x1 − x3 + 2x4 − x5 = 5,

bx1 + cx2 + x3 + x5 = b + 2c,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5 :

Xüsnägt 4.29
a b c a b c a b c a b c

1 12 -1 -3 6 3 0 -1 11 8 -1 -3 16 10 1 1
2 7 1 1 7 17 2 3 12 7 -2 -5 17 1 -2 -5
3 15 2 3 8 8 1 1 13 9 1 1 18 9 0 -1
4 5 0 -1 9 0 -1 -3 14 15 -3 -7 19 19 2 3
5 3 -2 -5 10 21 2 3 15 -1 0 -1 20 -5 -1 -3

7.3.

Daraax bodloguudyg ögögdsön oroïn cägääs äxlän simpleks argaar bod.

ax1 + x2 + x3 + x4 + x5 → max,

2x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 + 9x5 = b,

x1 − x2 + x4 + 2x5 = c,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (0, 0, (b− 7c)/5, c, 0) :
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Xüsnägt 4.30a
a b c a b c a b c a b c

1 2 8 1 6 3 32 4 11 4 15 2 16 5 22 3
2 1 9 1 7 2 33 4 12 2 16 2 17 1 23 3
3 5 10 1 8 1 34 4 13 3 17 2 18 4 24 3
4 4 11 1 9 5 35 4 14 5 18 2 19 3 25 3
5 3 12 1 10 4 36 4 15 1 19 2 20 2 26 3

x1 + ax2 − 2x3 + x4 + 2x5 − x6 → max,

−x1 + x2 + x3 + (b− 6)x4 + (c + 1)x5 + x6 = 3,

2x1 + x2 + 2x3 − 2(b + 3)x4 + (2c + 1)x5 + 5x6 = 6,

3x1 + x2 + 2x3 − 3(b + 2)x4 + (2c + 1)x5 + 6x6 = 6,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 6;

x0 = (0, 0, 3, 0, 0, 0), äxniï suur´: {a1, a2, a3}
Xüsnägt 4.30b

a b c a b c a b c a b c

1 -1 4 5 6 -5 4 1 11 -2 3 2 16 -4 4 4
2 -3 3 4 7 -4 3 2 12 -3 4 3 17 -3 3 3
3 -4 2 3 8 -1 2 3 13 -4 5 4 18 -2 2 2
4 -5 1 2 9 -2 1 4 14 -1 2 5 19 -1 1 1
5 -2 5 1 10 -3 5 5 15 -5 1 1 20 -6 5 5

ax1 + x3 + x5 + 6x6 → max,

2x1 + x2 + x3 + (b + 1)x4 + (c− 3)x5 − 2x6 = 1,

3x1 + 3x2 + x3 + bx4 + (c− 12)x5 − 11x6 = 3,

−x1 + 2x2 − x3 − (b + 3)x4 − (c + 11)x5 − 12x6 = 2,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 6;

x0 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), a1, a2, a3-anxny suur´ bolno.
Xüsnägt 4.30w

a b c a b c a b c a b c

1 -4 2 2 6 -4 3 3 11 -7 6 4 16 -6 4 2
2 -6 3 2 7 -7 5 3 12 -5 3 2 17 -7 2 2
3 -3 2 1 8 -8 6 2 13 -6 5 5 18 -5 4 3
4 -7 4 2 9 -5 4 1 14 -4 3 1 19 -8 5 1
5 -9 3 1 10 -8 7 5 15 -9 6 3 20 -7 3 1

7.4.

Daraax bodlogyg kanonik xälbärt ²iljüülj simpleks argaar bod.

x1 − x2 − x3 + ax4 → max,

−x1 + 2x2 − x3 + x4 ≤ 2,

bx1 + x2 + x3 − 2x4 ≤ 12,

2x1 + cx2 + 4x3 + 2x4 ≤ 6,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4,
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Xüsnägt 4.31
a b c a b c a b c a b c

1 2 3 -1 6 5 2 3 11 2 1 2 16 3 3 1
2 3 1 1 7 4 3 6 12 3 3 4 17 4 1 2
3 4 2 -1 8 6 1 5 13 5 2 -1 18 3 1 0
4 7 2 3 9 2 2 2 14 7 1 5 19 4 1 3
5 8 3 4 10 5 3 7 15 6 3 8 20 5 2 6

7.5.

Daraax sistemäär ögögdsön poliädriïn oroïg zoxiomol suuriïn argaar ol.

x1 + ax2 − 2x3 − x4 = b,

x1 + 5x2 − x3 − x4 = c,

− 4x2 + x3 + x4 = 8,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4 :

Xüsnägt 4.32
a b c a b c a b c a b c

1 2 1 2 6 7 1 3 11 5 1 4 16 3 1 5
2 3 2 3 7 8 2 4 12 6 2 5 17 4 2 6
3 4 3 4 8 2 3 5 13 7 3 6 18 5 3 7
4 5 4 5 9 3 4 6 14 8 4 7 19 6 4 8
5 6 5 6 10 4 5 7 15 2 5 8 20 7 5 9

7.6.

Äxlääd anxny oroïg zoxiomol suuriïn argaar olj, simpleks argaar bod.

x1 − x2 + x3 − 3x5 → max,

−2x1 + x2 + x4 − x5 = a,

2x1 − x2 + x3 − x4 − b
b+1

x5 = 1,

−x1 + x2 − x3 + c
c+1

x4 + x5 = 8,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5 :

Xüsnägt 4.33
a b c a b c a b c a b c

1 1 1 2 6 6 2 2 11 2 2 3 16 3 2 4
2 2 1 2 7 7 2 2 12 4 2 3 17 6 2 4
3 3 1 2 8 2 1 3 13 6 2 3 18 3 3 4
4 4 1 2 9 4 1 3 14 3 1 4 19 6 3 4
5 5 2 2 10 6 1 3 15 6 1 4 20 3 4 4

7.7.
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Daraax bodlogyn xosmog bodlogyg yo = (0, 1, 1, 2, 0) oroïnoos äxlän simpleks argaar
bodox zamaar ündsän bodlogyn ²iïdiïg ol.

5x1 + 6x2 + 13x3 → min,

5x1 + (5− a)x2 + (12− a)x3 ≥ 2,

−x1 + x2 ≤ 2,

x2 + x3 ≥ 3,

2x1 + 3x2 + 6x3 ≥ 1,

bx1 − (b + c)x2 − cx3 ≤ −15

Xüsnägt 4.34
a b c a b c a b c a b c

1 1 1 4 6 1 1 3 11 9 1 2 16 1 5 1
2 3 1 4 7 3 2 3 12 7 2 2 17 1 4 1
3 5 1 4 8 5 2 3 13 5 3 2 18 1 3 1
4 7 1 4 9 7 1 3 14 3 4 2 19 1 2 1
5 9 1 4 10 9 2 3 15 1 1 2 20 1 1 1

7.8.

Daraax poliädriïn xo = (0, 1, 0, 1, 0, 0) oroïn büx suuriïg ol.

4x1 + 7x2 + 2x3 − 3x4 + x5 + 4x6 = 4,

−x1 − 2x2 + x3 + x4 − x6 = −1,

x2 − 3x3 − x4 − x5 + 2x6 = 0,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 6.

7.9.

Daraax poliädriïn xo = (0, 0, 1, 0, 0) oroïn büx suuriïg k parameträäs xamaaruulj ol.

kx1 + x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 3,

−x2 + x3 + (k − 5)x4 + 2x5 = 1,

3x1 + 2x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5.

Bodloguud

7.32. Daraax bodloguudad xo oroï al´ nöxcliïg xangaxyg simpleks argaar togtoo. Üünd:
A. xo ²iïd bolno. B. Bodlogo ²iïdgüï. C. xo cägiïg bodwol ix utga olgodog oroï or²ino.

a) 2x1 − 4x2 + x3 − x4 + 3x5 → max, b) −x1 + 5x2 + x3 + 4x4 + 2x5 → max,

−5x1 + 6x2 − 7x3 + x4 + 14x5 = −7, 5x1 + x2 − x3 − 4x4 = −1,

x1 − 5x2 − 10x3 − 4x4 + 20x5 = −10, −4x1 + x2 + 2x3 + 5x4 + 3x5 = 5,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5; xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (2, 0, 0, 3, 0); x0 = (0, 1, 0, 0, 1).
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w) 3x2 − 7x3 + x4 − x5 → max, g) x1 − 3x2 + 4x3 − 2x4 − 3x5 → min,

−2x1 + x3 + 2x4 + x5 = 1, −x1 + x2 − x3 + x4 = −1,

10x1 + 4x2 − 9x3 + 2x4 − x5 = 3, 2x1 − 2x3 − 6x4 + 2x5 = 4,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5; xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (0, 1, 0, 0, 1). x0 = (2, 1, 0, 0, 0).

7.33. Simpleks argyn onolyg a²iglan x∗ cäg xargalzax bodlogyn ²iïd baïx k parametriïn
büx utgyg ol.

a) x1 + k2x2 − 2x3 + 2kx4 + 5x5 − 10x6 → max, b) x1 + 3kx2 + 2x3 + 15x4 − k2x5 + 5x6 → max,

−2x1 − x2 + x4 + 2x6 = 2, 2x1 + x2 + 2x3 + x4 + x5 + x6 = 5,

2x1 + x2 + x3 = 2, x1 + x2 + x3 + 2x4 + x6 = 4,

−2x1 − x3 + x4 + 2x5 = 2, x1 + x2 + 2x3 + x5 = 4,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 6; xj ≥ 0, j = 1, ..., 6;

x∗ = (0, 1, 1, 3, 0, 0). x∗ = (0, 3, 0, 0, 1, 1).

w) −3x1 + kx2 + 2x3 + x4 − 2kx5 + 5x6 → max,

5x1 − 3x2 − x3 + 2x4 + x6 = 4,

2x1 + x3 + x4 + x5 + x6 = 4,

−7x1 + 4x2 + 2x3 − 3x4 − x6 = −5,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 6;

x∗ = (0, 0, 1, 2, 0, 1).

7.34. Daraax bodloguudyg ögögdsön xo oroïgoos äxlän simpleks argaar bod.

a) 5x1 + x2 + 2x3 + x4 → max, b) x1 + 3x2 + x3 − x4 → max,

x1 − x2 + x3 = 1, x1 + 2x2 + x4 = 3,

2x1 + x2 + x4 = 5, −x1 + x2 + x3 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4; xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;

x0 = (0, 0, 1, 5); x0 = (0, 0, 1, 3).

w) 3x1 + 7x2 + 4x3 − 3x4 + 2x5 + 2x6 → max, g) x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4 − 2x5 → min,

−x1 + 3x2 + 2x3 + x4 + x5 + 3x6 = 3, −x1 + x3 − 2x4 = −2,

4x1 − 2x2 − 3x3 − 4x4 + x5 − 7x6 = −2, x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 6; 2x1 + x2 + 5x4 + x5 = 7,

x0 = (0, 0, 1, 0, 1, 0). xj ≥ 0, j = 1, ..., 5;

x0 = (3, 1, 1, 0, 0).

d) 3x1 − 2x2 + x3 + 3x4 + 3x5 → max, e) x1 + 3x2 − 2x3 − x4 + x5 + 3x6 → max,

2x1 − x2 + x3 + x4 + x5 = 2, x2 + x3 + x4 − x5 + x6 = 1,

−4x1 + 3x2 − x3 − x4 − 3x5 = −4, x1 − x2 − x3 + x4 + 4x5 − 3x6 = −1,

3x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 3, x1 + x2 + x3 + x4 + x6 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5; xj ≥ 0, j = 1, ..., 6;

x0 = (1, 0, 0, 0, 0). x0 = (0, 1, 0, 0, 0, 0).
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7.35. Daraax bodloguudyg kanonik xälbärt ²iljüülj simpleks argaar bod.

a) −x1 + x2 − 2x3 + 3x4 + x5 → max, b) x1 + 2x2 − 4x3 → max,

x1 + 2x2 − x3 − 2x4 + x5 ≤ 3, x1 − x2 − x3 + x4 ≤ 1,

−x1 − x2 + x3 + 2x4 + x5 ≤ 1, 2x1 − x2 + x3 ≤ 3,

2x1 + x2 + x3 − x4 ≤ 1, −x1 + 3x2 − 2x3 − x4 ≤ 2,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5; xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

w) x1 + x2 + x3 − 2x4 → min,

2x1 − x2 + x4 ≤ 3,

x1 + x2 + x3 − x4 ≤ 1,

x1 + 2x2 − x3 ≤ 1,

x1 + 3x2 − 2x3 + x4 ≤ 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4;

7.36. 1.Zoxiomol suuriïn argaar daraax poliädr olonloguudyg xooson bi² äsäxiïg ²alga.
2.Poliädr xooson bi² bol tüüniï oroï xo-g olj, ²ugaman xamaaraltaï täg²itgälüüdiïg
zaïluulan xo oroïn suuriïg todorxoïl.

a) x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 1, b) x1 + x2 + 2x3 + x4 = 4,

x1 − x3 + 2 = 1, x1 − 2x2 + 3x3 = 5,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4; 3x1 + 7x3 + 2x4 = 13,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

w) −x1 + x2 + 2x3 − 2x4 = 3, g) 2x1 + x2 + x3 − x4 + x5 = 5,

x1 − x2 + x3 − x4 = 0, −4x1 − 2x2 + x3 + x4 + 3x5 = 9,

2x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 6, 2x1 + 2x2 + 2x3 − x4 + 3x5 = 12,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4. xj ≥ 0, j = 1, ..., 5.

d) x1 − x2 + 2x3 + x4 = 3, e) 3x1 + x2 + 7x3 + x4 = 6,

−2x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 5, x2 + x3 − 2x4 = 3,

x1 + x2 + x4 = 2, x1 + 2x3 + x4 = 1,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 4. xj ≥ 0, j = 1, ..., 4.

7.37. Zoxiomol suuriïn argyg a²iglan doorx bodloguudyg bod.

a) −2x1 + 2x2 + x3 + 2x4 − 3x5 → max, b) 5x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 + x5 + 2x6 → max,

−2x1 + x2 − x3 − x4 = 1, 2x1 − x2 + x3 − 2x4 + x5 + x6 = 1,

x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 4, −3x1 + x2 + x4 − x5 + x6 = 2,

−x1 + x2 − x5 = 4, −5x1 + x2 − 2x3 + x4 − x6 = 3,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5. xj ≥ 0, j = 1, ..., 6.

w) 5x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 − 3x5 → max, g) 2x1 + x2 − x3 + 3x4 − 2x5 → min,

2x1 + x2 + x3 + x4 − x5 = 3, 8x1 + 2x2 + 3x3 + 9x4 + 9x5 = 30,

x1 − x2 + x4 + x5 = 1, 5x1 + x2 + 2x3 + 5x4 + 6x5 = 19,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5. x1 + x2 + 3x4 = 3,

xj ≥ 0, j = 1, ..., 5.
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7.38. Daraax bodloguudyn xosmog bodlogond simpleks argyg xärägläj ündsän bodlogyn ²iïdiïg
ol.

a) 3x1 + 2x2 + x3 → max, b) 19x1 + x2 + 16x3 → max,

2x1 − x2 + x3 ≤ 1, 2x1 − x2 + 3x3 ≤ −2,

−x1 + x2 − x3 ≤ 1, 3x1 − 5x2 + 7x3 ≤ −10,

x1 − 2x2 + 3x3 ≤ −6, 4x1 + 3x2 + x3 ≤ 3,

x1 + 3x2 + x3 ≤ 2, x1 + 2x2 − x3 ≤ 3,

2x1 + x2 − 3x3 ≤ 12, 3x1 + 2x3 ≤ −1;

w) 4x1 + 6x2 − 3x3 → max,

−3x1 − x2 + x3 ≥ 2,

−2x1 − 4x2 + x3 ≥ 5,

−2x1 + 2x2 + x3 ≤ 1,

−x1 − x2 + x3 ≥ 3,

2x2 + x3 ≤ 2.

7.39. Daraax sistemäär ögögdsön poliädrt bagtsan xamgiïn ix radiustaï bömbörcgiïn
radiusyg ol.

x1 + x2 + x3 ≤ 1, x1 + x2 − x3 ≤ 1,

x1 − x2 − x3 ≤ 1, −x1 + x2 + x3 ≤ 1,

x1 − x2 + x3 ≤ 1, −x1 + x2 − x3 ≤ 0.
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